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Resumo

Fsta dissertacdo tem como objetivo apresentar igualdades minimax em grafos que envolvem
cortes orientados, cortes impares e suas coberturas.

A primeira metade da dissertacdo trata das igualdades que relacionam familias disjuntas
méximas de cortes com as coberturas minimas dos cortes do grafo. Na segunda parte, os papéis
destes problemas sdo invertidos, isto é, as igualdades relacionam cortes minimos com familias
disjuntas maximas de coberturas dos cortes.

Mostramos ao longo do trabalho que em muitos casos é possivel estabelecer analogias entre
resultados para cortes orientados e para cortes impares. Fstas analogias apresentam-se de duas
maneiras: através de enunciados semelhantes e através de demonstracoes semelhantes.

Entre os teoremas apresentados na primeria parte do trabalho, destacam-se os Teoremas
de Lucchesi-Younger e de Edmonds-Giles para cortes orientados e os de Lovidsz e de Seymour
para cortes impares. Também sdo apresentados teoremas que tratam de circuitos orientados e
impares em grafos planares, mostrando que a analogia também se estende para outros tipos de
problemas.

Na segunda parte estabelecemos relacoes entre a igualdade minimax dual ao Teorema de
Lovasz com a generalizacdo de uma famosa conjectura de Fulkerson. Provamos um caso parti-
cular desta igualdade. Apresentamos também um resultado para um caso particular da igualdade
dual ao Teorema de Lucchesi-Younger que foi provado por Schrijver e independentemente por

Feofiloff e Younger.
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Abstract

The goal of this dissertation is to unify some results of Graph Theory related to directed
cuts, odd cuts and their coverings.

In the first half of this work we show equalities that relate maximum disjoint families of cuts
with the minimum coverings of the cuts of the graph. In the second half, we present the duals
of those equalities, i. e., they relate minimum cuts with disjoint families of coverings.

Our main purpose is to provide examples that show analogies between results on directed
cuts and odd cuts. The analogies are of two types: in the statements of the results and in their
proofs.

Among the results presented in the first half, the most important are Lucchesi-Younger and
Fdmonds-Giles’ theorems on directed cuts and Lovész and Seymour’s theorems for odd cuts.

In the last part of this work we extend a result by Seymour that relates the dual of Lovéasz’s
theorem with a generalization of a famous conjecture due to Fulkerson. We prove a particular
case of that equality. We also show an equality for a particular case of the dual of Lucchesi-
Younger’s theorem which had been proved by Schrijver and independently by Feofiloff and

Younger.
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Prefacio

O objetivo desta dissertacao é explorar algumas semelhancas encontradas em problemas
da Teoria dos Grafos que tratam de igualdades minimax que envolvem cortes impares, cortes
orientados e suas coberturas.

No capitulo 1 apresentamos as definicoes de grafos, digrafos e cortes, bem como outras
definicoes importantes. Definimos o conceito de familias e operacoes que as envolvem.

O capitulo 2 é uma introducdo ao tema de igualdades minimax que contém alguns exemplos
classicos de igualdades. Aproveitamos estes exemplos para ilustrar diversos conceitos importan-
tes. Fstes conceitos sdo tteis no estudo das igualdades especificas que abordamos nos capitulos
seguintes. Entre eles estao os conceitos de dualidade e de desigualdades triviais. Também comen-
tamos alguns aspectos sobre a relacdo entre as igualdades minimax e a existéncia de algoritmos
eficientes para os problemas subjacentes a igualdade. Este iltimo tema pode ser visto como
uma motivacao para o estudo das igualdades minimax.

O capitulo 3 tem como objetivo estabelecer resultados fundamentais envolvendo familias
de cortes e coberturas dos cortes de um grafo. Na secao 3.1 fazemos uma introducdo aos
problemas que tratam dos cortes orientados. Na secdo 3.2 definimos os T-cortes e T-juncoes,
mostramos suas relacoes com os cortes impares e apresentamos alguns resultados fundamentais
sobre as T-juncoes. A secao 3.3 descreve o procedimento de laminarizacio que é um meio
de obter familias de cortes que sdo bem “estruturadas”. A secdo 3.4 estabelece dois resultados
fundamentais para as demonstragoes dos principais teoremas do capitulo 4. O primeiro resultado,
chamado de Teorema da Particdo, afirma que uma familia k-disjunta de cortes orientados pode
ser particionada em k familias disjuntas. O outro resultado é uma generalizacdo do Teorema
da Particao e afirma que qualquer familia de cortes orientados pode ser particionada em um
nimero arbitrario de familias que utilizam as arestas do digrafo de forma balanceada. Na secao
3.5 abordamos o problema da particio de familias de T-cortes nos grafos bipartidos.

O capitulo 4 apresenta diversas igualdades minimax que relacionam familias disjuntas ma-
ximas de cortes com coberturas minimas. A secdo 4.1 descreve o Método do Elemento Essencial
que é um método indutivo que empregamos nas demonstracoes das igualdades minimax das
secoes 4.2, 4.3 e 4.5. Na secdo 4.2 provamos o Teorema de Lucchesi-Younger. Na secdo 4.3
tratamos dos Teoremas de Lovasz e de Seymour para T-cortes.

A secdo 4.4 tem como objetivo apresentar o Teorema de Edmonds-Giles para as k-coberturas
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dos cortes orientados. Para demonstra-lo utilizamos as mesmas técnicas das secoes anteriores,
a saber, a laminarizacao e a particio de uma familia de cortes orientados.

A secao 4.5 traz algumas tentativas de estabelecer resultados andlogos ao Teorema de
Edmonds-Giles para os T-cortes. Estabelecemos um resultado para o caso |T| = 2. Sua im-
portancia reside no fato de que k& coberturas minimais dos T-cortes correspondem a k caminhos
aresta-disjuntos entre os dois vértices de T'. Assim, estabelecemos uma igualdade minimax para
o problema dos k£ caminhos aresta-disjuntos entre dois vértices cuja cardinalidade é minima.
Fste problema é a generalizacao mais natural para o classico problema do caminho minimo en-
tre dois vértices. Ainda nesta secdo, apresentamos uma conjectura para o caso |T| = 4. A secdo
4.6 descreve as conseqiiéncias dos teoremas das secoes 4.2 a 4.6 para problemas que lidam com
circuitos em grafos planares.

O capitulo 5 trata das igualdades minimax duais as apresentadas no capitulo 4. Na secdo
5.1 estendemos um resultado de Seymour que relaciona uma igualdade minimax para T-cortes
minimos com uma generalizacdo de uma famosa conjectura de Fulkerson. Além disso, provamos
que se todos os T-cortes tém a mesma paridade e |[T'| < 8, entao o nimero de T-juncoes disjuntas
é igual ao tamanho de um T-corte minimo.

Na secdo 5.2 abordamos o dual do Teorema de Lucchesi-Younger. Mostramos o contra-
exemplo de Schrijver que apresenta uma 2-cobertura dos cortes orientados que ndo contém 2
coberturas disjuntas. Finalmente, apresentamos de forma resumida o resultado provado por
A. Schrijver [Sch82] e independentemente por P. Feofiloff e D. H. Younger [FY87] para grafos

fonte-sorvedouro conexos.

Resumo esquematico das ignaldades minimax apresentadas na dissertacao:

Igualdades minimax Cortes Orientados Cortes Impares

Familias maximas de cortes = coberturas minimas | Teorema de Lucchesi-Younger | Teoremas de Lovasz e Seymour

) Anélogos ao Teorema de Edmonds-Giles
Familias méximas de cortes = k-coberturas minimas| Teorema de Edmonds-Giles Teorema para [T| = 2

Conjectura para |[T| =4

Familias de circuitos = coberturas minimas Circuitos Orientados Circuitos impares

Conjectura de Edmonds-Giles |  Generalizaggo da Conjectura de Fulkerson

Familias de coberturas = cortes minimos .
Teorema de Feofiloff-Younger | Teorema para |T| <=8
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Capitulo 1

Definicoes Preliminares

1.1 Grafos, Cortes e Cortes fmpares

Um grafo GG é uma dupla (V, F), onde V é um conjunto finito e F é uma familia de pares
nao ordenados de elementos de V. Os elementos de V sao chamados vértices e os de F
arestas. Dada uma aresta e = {u,v} € F, diremos que u e v sao as pontas da aresta e.
Uma aresta da forma {u,u} é chamada de lago.

Um grafo ' = (V', E’) é um subgrafo de G = (V,FE) se V! CV e E' C FE. Dizemos
que G’ é um subgrafo induzido de GG se para toda aresta {u,v} € FE tal que u,v € V',
{u,v} € E".

Dado um grafo G = (V, F') e um conjunto X C V., §(X) denota o conjunto das arestas
que possuem uma ponta em X e outra em V\X. Um conjunto nao vazio de arestas d C F
com a propriedade de que existe um conjunto X C V tal que d = §(X) é chamado um
corte de G.

Um corte cuja cardinalidade é impar é chamado de corte impar. Um corte 6(X),
X C V, separa dois vértices s e t se um de s e ¢ estd em X e o outro esta em V\X.
Diremos que um corte d é trivial se d = 6({v}) para algum v € V. O grau de um vértice
v é a cardinalidade de 6({v}).

As seguintes propriedades dos cortes sao verdadeiras’:

1. Para todo X C V, §(X) = §(X), onde X = V\X;

2. Se o grafo é conexo, entao §(X) = §(Y) implica que X =Y ou X =Y
3. Se X, Y CVentao (X YY) =6(X)DY);

Um grafo G = (V, F) é bipartido se o seu conjunto de vértices pode ser particionado

em dois conjuntos V' e V" tais que toda aresta de F possua uma ponta em V' e a outra

em V.

LX @Y ¢ a diferenga simétrica entre X e YV, isto é, X Y = (X UY)\(X NY)

1
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Um caminho em um grafo G = (V, E') é umaseqiiéncia P =< g, €9, V1, .., €p_1,0, >,
onde v; € Vpara 0 < i <mn,v; #v;sei# jee ={v, v} € Fpara0<i<n-—1.
Dizemos que o caminho liga os vértices vy e v,. Os vértices vg e v, sao os extremos do
caminho e vy,...,v,_1 sao os vértices internos do caminho. O tamanho do caminho P é
n.

Um grafo é dito conexo se para cada par de vértices existir pelo menos um caminho
que os tenha como extremos. Dado um grafo GG qualquer, os seus subgrafos maximais que

sao conexos sao chamados de componentes conexos de (.

1.2 Digrafos, Cortes e Cortes Orientados

Podemos orientar um grafo G = (V, F) associando-se a cada aresta {u,v} € E um par
ordenado contendo os vértices u e v. O grafo ¢ munido desta orientacao é chamado de
grafo orientado ou digrafo. O grafo G serd chamado de grafo subjacente ao digrafo.

Todos os conceitos definidos para grafos nao orientados podem ser estendidos para
os digrafos, aplicando-os aos seus grafos subjacentes. Assim, por exemplo, dizemos que
um digrafo é conexo se o seu grafo subjacente for conexo. Entretanto, algumas defini¢oes
proprias aos digrafos serao necessarias.

Dado um digrafo, podemos representar o conjunto de suas arestas e suas orientagoes
por uma familia de pares ordenados. Se (u,v) é uma aresta do digrafo, diremos que sua
orientagdo é de u para v. Diremos que u é sua ponta positiva e v sua ponta negativa. Nas
ilustracoes, as arestas dos digrafos serao representadas por uma seta, com o seu inicio
representando a ponta positiva e seu fim representando a ponta negativa.

Um caminho < wvg, €9, v1,...,€,_1,0, > €é dito orientado se para todo:,0 <2 <n—1,
v; € V41 sS40 as pontas positiva e negativa de ¢;, respectivamente. Dizemos que o caminho
orientado comeca em vg e termina em v,.

Um digrafo é dito fortemente conexo se para cada par orientado de vértices (u,v)
existir um caminho orientado que comeca em u e termina em v.

Assim como definido para os grafos, se X C V entao 6(X) denota o conjunto das
arestas que possuem uma ponta em X e a outra em V\X. Denota-se por §t(X) o
conjunto das arestas de 6(X) que possuem a ponta positiva em X isto é, as arestas que
“saem” de X e por 67 (X) o conjunto §(X ) —éT(X), ou seja, as arestas que “entram” em
X.

Um corte orientado é um corte d C F tal que d = §(X), X C V, e é(X) =0 ou
6H(X) = 0. Um vértice v tal que §({v}) é um corte orientado com §~(X) = é chamado
uma fonte e se 67(X) = () entao ele é chamado de sorvedouro.

Ao definirmos um corte por §(X), diremos que X é a margem usada na definicao do

corte. A seguinte propriedade sobre cortes orientados é verdadeira:
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Para qualquer digrafo e para qualquer corte orientado d # (), sé existe um conjunto
minimal X C V tal que d = §(X) e 6 (X) = 0. A mesma propriedade é verdadeira
se trocarmos a condicao 6~ (X) =0 por §T(X) = 0.

Baseados nesta propriedade, faremos as seguintes importantes definicoes. Se d C E é

um corte orientado nao vazio, entao:

V*d := o conjunto minimal X C V tal que d = §(X) e 6 (X)

0;
V~=d := o conjunto minimal X C V tal que d = §(X) e 67(X) =10

1

Exemplo:

Figura 1.1: d = {ea,e3}, VTd = {1,2}, V—d = {3,4}

Chamaremos o conjunto V*d de margem positiva do corte d e o conjunto V~d de

margem negativa do corte d.

1.3 Familias

Os problemas centrais que serao apresentados ao longo deste trabalho tratam de colecoes
de certos objetos. Em muitos momentos, a simples nocao de conjunto nao sera suficiente
para os nossos propositos. Estaremos interessados em permitir a existéncia de objetos
repetidos, conta-los separadamente ao computar o tamanho da colecao bem como fazer
operacoes com essas colecoes. Por esse motivo, definiremos a seguir o conceito de familia
que servira como uma ferramenta indispensavel daqui em diante.

Informalmente podemos dizer que uma familia é uma colecao de objetos com a pos-
sibilidade de haver objetos repetidos. A seguir daremos uma definicao formal de familia
utilizando as nocoes de conjunto e funcao.

Uma familia com base B é uma funcao F : B — N.

Para = € B, diremos que F(x) é a multiplicidade de x em F. Diremos que um

elemento x € B pertence a familia F, e escrevemos = € F, se F(x) > 0. A cardinalidade
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ou o tamanho de uma familia F com base B é o valor }_ .5 F(z) e serd denotado por
| F]-
Dadas duas familias F e F' com base B, dizemos que F’ é uma subfamilia de F se

F'(z) < F(x) para todo x € B.

Familias Disjuntas

Seja E um conjunto finito e uma familia F com base B C 2F isto é, B é um con-
junto de subconjuntos de F. Dado um elemento e € F denotaremos por #x(e) o valor

YoveF.cer F(x) e diremos que esse é o nimero de vezes que o elemento e € usado por F.
Se € ¢ U,er entao #x(e) = 0.

Exemplo: Suponha que E é o conjunto de arestas de um grafo e que B é um conjunto
de cortes do grafo. Entao em uma familia F cuja base é B, o valor #z(e) representa o

numero de cortes da familia que contém a aresta e.

Uma familia é disjunta (em relacao a F) se #r(e) < 1 para todo elemento e € E. Para
todo k € N, diremos que uma familia é k-disjunta (em relacao a F) se #r(e) < k para
todo elemento e € F. De forma mais genérica, dada uma funcao f : ¥ — N, diremos que
F é f~disjunta se #r(e) < f(e) para todo elemento e € F.

Operagoes com Familias

Dadas duas familias F; e F; com base B, as operacoes serao assim definidas:

nome da operacao ‘ notacao ‘ definicao
adicao F=F+F F(z):=Fi(z)+ Fa(z), Va,z € B
subtragao F=F-F F(z):= max{0, Fi(x) — Fa(2)}, Yz,2 € B
produto por escalar | F=k-F, k€ N Flz):=Fk-F(z), Ve, € B
restrigao F=F|X, XCB|Flz)=FI(z), sexe X

F(z):=0, sex € B\X

Nota 1: As operacoes definidas acima sé se aplicam a familias com a mesma base.
Além disso, a familia resultante possui a mesma base das familias operadas.

Nota 2: Sempre que o conjunto base B estiver subentendido e dado d € B, denota-
remos por k- d a familia F : B — N, com F(d) = k e F(z) = 0, para todo = € B\{d}.

Ainda, quando nao houver ambigiiidade, denotaremos a familia 1 - d simplesmente por d.



1.4. Convencoes e Notacao 5

1.4 Convencoes e Notacao

Usaremos os seguintes simbolos:

u,v,,y: para denotar vértices;

e, e1,69,€ €’ ... para denotar arestas

X, Y, W: para denotar conjuntos (de vértices);
L,C, F: para denotar familias;

k,r,m: para denotar constantes;

Teoria dos Conjuntos:

:=: igual por definicao;

N: conjunto dos nimeros naturais incluindo o 0;

Ncg: o conjunto {0,1,..., k—1};

7. conjunto dos nimeros inteiros;

AU B: uniao dos conjuntos A e B;

AN B: interseccao dos conjuntos A e B;

A\ B: o conjunto dos elementos de A que nao estao em B;
A @ B: diferenca simétrica de A e B, ou seja, (A\B)U (B\A);
A C B: A é subconjunto de B;

A C B: A é subconjunto de B e A é diferente de B;
a=b(modzx): a—b=Fk-x, paraalgum k€ 7.

Teoria dos Grafos:

d(v): o grau do vértice v;

Adj(v): o conjunto dos vértices adjacentes ao vértice v;

8(X): se X CV entao 6(X) sao as arestas com uma ponta em X e a outra em V\ X;
8(v): denota o mesmo que 6({v});

6:(X): denota 6(X) Nt;

Nota: Utilizamos o simbolo “:=”" nas definicoes de todos os conceitos que necessi-

taram de um simbolo para igualdade por definicao. Para tornar o texto menos carregado
utilizamos “:=” na definicao de simbolos apenas quando achamos isto necessario para

uma correta leitura do texto.



Capitulo 2

Igualdades Minimax

Igualdades minimax sao pares de problemas de otimizacao combinatoria em que um deles
objetiva minimizar alguma funcao e o outro objetiva maximizar outra funcao e tais que
ambos possuem solucoes 6timas de mesmo valor. Os problemas que serao abordados na
dissertacao sao enunciados como igualdades minimax. Esta secao constitui uma pequena
introducao ao tema.

Igualdades minimax sao freqiientes em otimizacao combinatoria. Elas nos fornecem
conhecimentos importantes sobre a estrutura dos problemas e além disso nos indicam, na
maioria dos casos, que eles podem ser resolvidos computacionalmente de forma eficiente,
isto é, através de algoritmos polinomiais. Discutiremos adiante algumas idéias por tras
desta relagao, mas primeiramente vamos apresentar alguns problemas classicos que se

apresentam como igualdades minimax e que nos ajudarao a ilustrar algumas idéias.

2.1 Alguns Exemplos de Igualdades Minimax

O primeiro exemplo de igualdade minimax que apresentaremos envolve os grafos biparti-
dos. Esta classe de grafos é importante nao s6 por modelar diversos problemas de forma
natural mas também porque pode-se mostrar que alguns problemas sobre grafos em geral
sao equivalentes a problemas em grafos bipartidos.

Abaixo estao os enunciados de dois problemas e em seguida o Teorema de Konig que

é a igualdade minimax que os relaciona:

Emparelhamento Maximo Determinar um conjunto de arestas ndo adjacentes de

cardinalidade mdxima.

Cobertura Minima por Vértices Determinar um conjunto de vértices de cardi-
nalidade minima tal que toda aresta do grafo possua pelo menos um de seus vértices no

conjunto.
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— emparelhamento méximo

® — cobertura minima

Figura 2.1: Tlustragao do Teorema de Konig.

Teorema de Konig (1916) FEm um grafo bipartido, um emparelhamento mdzimo

tem a mesma cardinalidade que uma cobertura minima por vértices.

Uma demonstracao deste Teorema pode ser encontrada, por exemplo, em [LP86]. A
partir deste teorema podemos observar uma caracteristica comum em igualdades minimax
de que uma das desigualdades pode ser obtida facilmente. Neste caso, toda cobertura por
vértices € maior do que ou igual a qualquer emparelhamento. Isso é facilmente verificado
pois qualquer cobertura por vértices deve cobrir as arestas de um emparelhamento e dado
que estas arestas sao disjuntas, a cobertura obrigatoriamente tera um nimero de vértices
maior do que ou igual ao nimero de arestas do emparelhamento.

A igualdade citada acima implica que ao apresentarmos uma cobertura por vértices e
um emparelhamento, ambos com o mesmo tamanho, sabemos que a cobertura é minima e
o emparelhamento é maximo. Provar que a igualdade sempre é valida significa mostrar que
estas solucoes de valores iguais sempre existem. Esta afirmacao nos conduz a uma forma
de abordar os problemas: através de algoritmos que buscam solucionar os dois problemas
ao mesmo tempo. Se demonstrarmos que o algoritmo sempre termina com as solucoes
procuradas, teremos provado que a igualdade sempre acontece. Este enfoque é utilizado
no livro “Algoritmos para Igualdades Minimax em Grafos” [FL88] que apresenta diversas
igualdades minimax que sao provadas apresentando-se algoritmos para a resolucao dos
problemas subjacentes a igualdade.

Note que para grafos em geral, os dois problemas apresentados acima nem sempre tém
solucoes com o mesmo valor. Um exemplo simples é o grafo completo com trés vértices.
Para cobrir todas as arestas sao necessarios pelo menos dois vértices, enquanto que um
emparelhamento tem no maximo uma aresta.

Provavelmente a igualdade minimax mais conhecida é o Teorema do Fluxo Maximo—
Corte Minimo. Apresentaremos abaixo um resultado que é um caso particular deste

Teorema, mas que foi a primeira ignaldade minimax obtida envolvendo fluxos e cortes.

Teorema de Menger (1927) FEm um grafo, o nimero mdzimo de caminhos aresta-
disjuntos entre dois vértices s e 1 € igual ao tamanho de um corte minimo dentre aqueles

que separam s de t.
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Figura 2.2: Tlustragao do Teorema de Menger.

Novamente podemos verificar a ocorréncia de uma desigualdade trivial. O nimero
maximo de caminhos aresta-disjuntos entre s e t é menor do que ou igual ao tamanho
de um corte minimo que separa s de t, pois cada caminho deve utilizar pelo menos uma
aresta do corte.

O Teorema de Menger nos permite ilustrar uma relacao de dualidade que existe em
muitos problemas de otimizacao e que ocorre em particular com os problemas que serao
apresentados adiante. O Teorema de Menger relaciona determinados cortes minimos com
colecoes de caminhos disjuntos entre dois vértices. Imagine que agora o papel desses
dois problemas fossem invertidos, isto é, estamos interessados em relacionar um caminho
minimo entre s e ¢ com as colecoes disjuntas maximas de cortes que separam s de t. Sera
que estes dois problemas também se relacionam por uma igualdade minimax?

A resposta é afirmativa. Primeiramente note que uma colecao disjunta de cortes que
separam s e t nao pode ser maior do que um caminho entre s e t, ja que cada um dos
cortes usa pelo menos uma aresta de cada caminho entre s e . Para mostrar que a
igualdade sempre ocorre, considere o conjunto {V; CV : V, = {v € V : d(s,v) < i}, para
i =0,...,d(s,t) — 1}, onde d(s,v) denota o tamanho do menor caminho (a distancia)
entre s e v. Estes conjuntos representam exatamente os vértices alcancados em cada nivel
de uma busca em largura a partir de 5. A colecao de cortes C' = {6(Vo), ..., 0(Vis,y—1)}
possui a mesma cardinalidade de um caminho minimo. Para verificar que €' é de fato
disjunta, note que se (u,v) € 6(V;), entao u,v € Viip, k> 1, porque d(s,v) = d(s,u)+ 1.
Logo nao pode existir uma aresta que pertenca a dois cortes da colecao.

As desigualdades triviais bem como a relacao de dualidade citada acima nao ocorrem
por acaso. Os problemas em questao sao exemplos de modelos bastante genéricos chama-
dos de Sistemas de Menger e Konig em [WooT8] e de pares transversais em [FL88] nos
quais a desigualdade sempre é valida e a relacao de dualidade é uma condicao natural.

Exemplos de igualdades minimax ocorrem também fora da Teoria dos Grafos. O
exemplo mais importante é a igualdade minimax que relaciona problemas primais e duais

na Programacao Linear. Seja o seguinte problema:
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maximizar z = ¢! - x

sujeitoa A-x <b
x>0

Onde c,z € R*, b € R, A € R™*", sendo A,b e ¢ constantes e  é variavel. ¢’

representa a transposta de c¢. O seu problema dual é representado por:
e T
minimizar w =1y - b

sujeito & yT - A>T
y =0,

onde y € R™. Podemos mostrar que a desigualdade trivial também ocorre entre estes
dois problemas. Seja 2’ € R*, y' € R™, z',y' > 0 e tais que Az’ < be y'TA > ¢. Entao,
ja que 2',y" >0, ca’ < y'TAx' <y'Tb. Logo =’ < y'. A designaldade oposta também pode
ser provada [GT89].

2.2 Igualdades Minimax e Algoritmos

Em geral, as igualdades minimax implicam a existéncia de algoritmos polinomiais para a
solucao dos problemas subjacentes a igualdade. A primeira explicacao para tal fato esta
relacionada com a questao da Teoria da Complexidade de Algoritmos que indaga se as
classes NP e co-NP coincidem.

Problemas de decisao sao aqueles cujas solucoes restringem-se a duas possibilidades:
sim e nao (ou existe e nao existe, etc). Os problemas da classe NP sdao os problemas de
decisao para os quais existem algoritmos nao deterministicos polinomiais para resolvé-los
[GJT9]. Isso equivale a dizer que caso a resposta ao problema seja positiva, existe uma
prova, de tamanho limitado por um polinomio em funcao do tamanho da instancia, que
pode ser verificada por um algoritmo polinomial. Considere por exemplo o problema
do Emparelhamento Maximo. Em sua versao de decisao pergunta-se se um grafo possui
um emparelhamento de tamanho maior do que ou igual a k. Este problema se encontra
na classe NP pois, ao apresentarmos um emparelhamento de tamanho maior do que ou
igual a k, pode-se verificar facilmente que de fato se trata de um conjunto de arestas nao
adjacentes do grafo e cuja cardinalidade é igual a ou maior do que k.

Os problemas da classe co-NP sao os problemas cujos complementos se encontram em
NP, ou seja, caso a resposta seja negativa, existe uma prova para este fato que pode ser

verificada em tempo polinomial. Considere novamente o problema do Emparelhamento
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NP co-NP

co-NP-
compl.

Figura 2.3: Provavel relagao entre a classe P e a interse¢ao de NP e co-NP.

Maximo. Mostramos que o mesmo se encontra em NP e gracas ao Teorema de Konig
podemos deduzir que ele pertence também a classe co-NP. Para provarmos que nao existe
um emparelhamento de tamanho maior do que ou igual a k, basta que se apresente uma
cobertura por vértices de tamanho menor do que k. O Teorema de Konig é uma garantia
de que tal conjunto existe se e somente se o grafo nao possui o emparelhamento procurado.

Pela mesma razao pela qual acredita-se que P seja diferente de NP, também se acredita
que NP seja diferente de co-NP. A razao é que um conjunto grande de problemas, chama-
dos NP-completos, pertencem a classe NP, mas nao se conseguiu demonstrar até agora se
pertencem ou nao a classe co-NP. O mesmo ocorre com os problemas co-NP-completos.
De fato, basta que se prove que um problema NP-completo esta em co-NP para que se
prove que todos estao. A figura 2.3 ilustra a provavel relacao entre as classes citadas
acima.

Algoritmos polinomiais sao conhecidos para a resolucao de praticamente todos os
problemas que sabemos estarem na intersecao de NP e co-NP. ! Acontece que as igualdades
minimax implicam que os problemas pertencem a esta intersecao. Isso ja nos da um
indicio de que existem algoritmos polinomiais para resolver tais problemas. Esta idéia é
reforcada pelo trabalho de Grotschel, Lovasz e Schrijver [GLS81], que mostraram um meio
de obtencao de algoritmos polinomiais a partir de ignaldades minimax. Este resultado é
uma conseqiiéncia do Método Elipsoide para resolucao em tempo polinomial de problemas
de Programacao Linear. Outra conclusao pode ser tirada a partir destes fatos: é provavel
que nao existam igualdades minimax que relacionam problemas NP-completos entre si ou
com outros problemas em NP.

Um outro aspecto importante das igualdades minimax é que pode-se explorar a dua-
lidade de dois problemas para elaborarmos algoritmos eficientes. Neste caso a igualdade
minimax nos fornece um critério de otimalidade para o problema.

Ao conjecturarmos uma igualdade minimax é natural que facamos as seguintes per-

1Uma excecao é o problema de determinarmos se um niimero é primo. Este problema est4 na intersecao
de NP e co-NP embora nao seja conhecido para ele nenhum algoritmo polinomial em funcao do nimero
de digitos numa representagdo com base maior do que 1. [PS82]
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guntas: i. para quais classes de grafos a igualdade é vélida? ii. se a igualdade nao vale
para uma determinada classe, existe alguma outra igualdade que seja valida? iii. de que
forma a relacao se aplica a problemas ponderados? [Pul89]

Boas referéncias sobre igualdades minimax sao:
o A. Schrijver. “Min-max results in combinatorial optimization” [Sch83]

o P. Feofiloff e C. I.. Lucchesi. “Algoritmos para Igualdades Minimax em Grafos”
[F1.88]

e W. R. Pulleyblank. “Polyhedral Combinatorics” [Pul89]

o M. Grotschel, L. Lovasz e A. Schrijver. “Geometric Algorithms and Combinatorial

Optimization” [GLS88].



Capitulo 3

Familias de Cortes e Coberturas
Minimas dos Cortes

Neste capitulo apresentaremos varios resultados fundamentais sobre familias de cortes
orientados e impares e sobre as coberturas destes cortes. A maioria destes resultados

serao utilizados no capitulo 4.

3.1 Cortes Orientados e suas Coberturas

Nesta secao faremos alguns comentarios sobre os cortes orientados de um digrafo e suas
coberturas.

Um conjunto ¢ de arestas de um digrafo é uma cobertura dos cortes orientados se ele
tem intersecao nao nula com cada corte orientado.

Os cortes orientados estao bastante relacionados com a conexidade de um digrafo.
Definimos anteriormente os digrafos fortemente conexos como sendo os digrafos nos quais
para cada par de vértices u e v existe um caminho orientado ligando v a v. Podemos
caracterizar os digrafos fortemente conexos em fun¢ao dos cortes orientados. Um digrafo é
fortemente conexo se e somente se os cortes §(V) e §()) forem seus tinicos cortes orientados.
Se o digrafo possuir um corte orientado §(X), § # X C V, com 67 (X) = 0, ele nao pode
ser fortemente conexo, pois se tomarmos um vértice u € V\ X e um vértice v € X, nao
pode existir um caminho orientado de u a v. O corte orientado pode ser visto como uma
barreira para se caminhar pelo digrafo. Além disso, se o digrafo nao for fortemente conexo
entao ele possui algum corte orientado diferente de §(V') e de §(0)). Tome dois vértices u
e v tais que nao existe um caminho orientado de u a v e tome o conjunto X de todos os
vértices que sao origem de caminhos orientados que terminam em v. Claramente §(X) é
um corte orientado e ) £ X C V.

Estabelecida a relacao entre os cortes orientados e a conexidade dos digrafos, podemos

agora enunciar o problema de determinarmos uma cobertura minima dos cortes orientados

12
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de um digrafo de uma forma diferente. O problema da cobertura minima dos cortes
orientados é equivalente ao problema de determinarmos o menor conjunto de arestas de
um digrafo tal que a contracao de cada uma destas arestas torna o digrafo fortemente
conexo. A operacao de contracao poderia ser substituida por uma operacao equivalente
que consiste na inclusao de uma aresta com a orientacao invertida para cada aresta do
conjunto.

O primeiro algoritmo polinomial para determinacao de uma cobertura minima dos
cortes orientados de um digrafo foi desenvolvido por C. L. Lucchesi [Luc76]. Outros
algoritmos polinomiais foram desenvolvidos por A. V. Karzanov e A. Frank. Os algorit-
mos podem ser encontrados nas referéncias [Luc76, FL88, Fra81, Kar79] respectivamente.
Além de determinar uma cobertura minima para os cortes orientados eles também de-
terminam uma familia disjunta maxima de cortes orientados, que corresponde ao outro
problema da relacao minimax.

Um problema parecido com o problema da cobertura minima dos cortes orientados é
o de se determinar o menor nimero de arestas que se adicionadas ao digrafo o tornam
fortemente conexo. Este problema tem solucao bastante mais simples e também tem o
formato de uma igualdade minimax. Seja D = (V, F) um digrafo. Podemos supor que
D é aciclico pois a contracao de cada um dos seus componentes fortemente conexos a um
vértice nao modifica os cortes orientados do digrafo. Seja s o numero de fontes, ¢ o nimero
de sorvedouros e ¢ o nimero de vértices isolados do digrafo. Entao o nimero minimo de
arestas que adicionadas ao digrafo o tornam fortemente conexo é igual a ¢ + max(s,1).
Esta expressao é claramente um limite inferior para o problema, ja que um conjunto de
arestas que tornam o digrafo fortemente conexo devera conter arestas com pontas finais
em cada uma das fontes, pontas iniciais em cada um dos sorvedouros e cada vértice isolado
devera ser coberto por uma ponta final e uma ponta inicial de alguma aresta. O método
para determinarmos um conjunto que atinge este limite inferior consiste basicamente em
determinar um conjunto de arestas que formam um circuito entre as fontes, os sorvedouros

e os vértices isolados [ET76].

3.2 T-Cortes e T-juncgoes

Nesta secao definiremos o conceito de T-cortes e mostraremos que eles sao uma genera-
lizacao dos cortes impares. Mostraremos que as coberturas minimais dos T-cortes de um
grafo sao equivalentes as T-juncoes, de forma que podemos nos restringir ao estudo das
T-juncoes ao lidarmos com o problema das coberturas minimas dos 7T-cortes. Provaremos
que o problema da T-juncao minima pode ser reduzido ao problema do emparelhamento
de custo minimo.
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Seja GG = (V, F) um grafo e um conjunto 7' C V com um niimero par de vértices em
cada componente conexo de G. Um T'-corte de G é um conjunto de arestas 6(X), X C V,
tal que | X N T| é impar.

Os cortes impares, isto é, cortes com um numero impar de arestas , sao generalizados
pelo conceito de T-cortes, bastando para isso tomarmos o conjunto 7' igual ao conjunto

dos vértices de grau impar do grafo. A veracidade desta afirmacao decorre do lema abaixo:

Lema 3.1 Seja G = (V,E) e T C V o conjunto de vértices de grau impar de G. Se
X CV entdo
[6(X)| = | X NT| (mod 2).

Prova: [6(X)| =Y, cxd(v)—2-|{e € E:e C X}|. Portanto, |§(X)| =3 ,cx d(v) (mod
2). Mas Y, cx d(v) = | X NT| (mod 2), pois T' contém os vértices de grau impar de GG. O

Algumas referéncias apresentam um conceito diferente para cortes impares. Nelas os
cortes impares sao definidos como conjuntos 6(X), X C V. tal que |X| é impar. Esta
definicao se aplica aos grafos com um nimero par de vértices, pois do contrario todos os
cortes do grafo seriam impares. Esta definicao também é um caso particular dos T-cortes,

bastando para isso tomarmos T' = V.

T-jungoes e sua equivaléncia as coberturas minimais dos T-cortes

Consideraremos ao longo desta secao que G = (V, E) é um grafo e que T C V tal que
todo componente conexo de G tenha um nimero par de vértices de T'.
Um conjunto ¢t C F é uma T'-jun¢do se para todo v € V tem-se que [6(v)Nt| é impar

seveETeparsev ¢ T.

Exemplo:

® = VérticesdeT

= arestas da T-juncéo

Figura 3.1: Exemplo de uma T-juncao.



3.2. T-Cortes e T-juncées 15

Lema 3.2 Toda T-jun¢do € uma cobertura dos T-cortes de G.

Prova: Sejat C F uma T-juncao. Tome o grafo G' = (V,t). Os vértices de G’ com
grau impar sao exatamente os vértices de T'. Aplicando-se o lema 3.1 ao grafo G, temos
que |6 (X)| = [ X N T| (mod 2) para todo X C V. Assim, se §(X) é um T-corte entao
| X NT|éimpar e portanto §(X )Nt nao é vazio. O

Lema 3.3 Toda cobertura minimal dos T-cortes de um grafo € uma T-juncao.

Prova: Vamos mostrar que toda cobertura dos T-cortes contém uma T-juncao, o que,
aliado ao lema anterior, prova que as coberturas minimais sao T-juncoes.

Seja t C F uma cobertura dos T-cortes. Primeiramente vamos mostrar que é possivel
obter um conjunto de |T'|/2 caminhos, nao necessariamente disjuntos, cujas arestas per-
tencem a t e tal que os vértices que sao extremos dos caminhos sao os vértices de T'. Cada
vértice de T' sera um dos extremos de apenas um dos caminhos.

Vamos construir um conjunto de caminhos cujos extremos sao os vértices {{sq,t1},...,
{sir1/2, tyry2} - Suponha que ja construimos um conjunto de caminhos com extremos
{si,1;} para 0 < i < k < |T|/2. Vamos incluir um novo caminho a este conjunto cujos
extremos sao vértices de T' que ainda nao foram utilizados como extremos de nenhum
caminho, isto é, que pertencem ao conjunto 7 = T\ U {si.t;}. Seja s, um vértice
qualquer de T. Seja X C V o conjunto de todos os vértices que podem ser alcancados a
partir de s; por caminhos cujas arestas estao em 7. Se algum s;, 0 <1 < k—1, pertence a
X, entao o vértice t; também pertence. Assim, X NT deve conter algum vértice de T'\ s,
pois se nao contivesse, §(X) seria um T-corte nao coberto por t. Podemos repetir este
processo até obtermos os |T'|/2 caminhos.

Sejam Pi,..., Pr|;2 os caminhos obtidos. Vamos verificar agora que a diferenca
simétrica t’ = @gll/? P; é uma T-juncao. Se v € V, entao

IT1/2

{o}nT|= Z [6p,(v)] (mod 2).

i=1
Essa congruéncia é verdadeira pois se o vértice pertence a T' entao ele é extremo de
exatamente um dos caminhos, podendo ocorrer internamente qualquer niimero de vezes.
Por outro lado, se o vértice nao pertence a T entao ele nao é extremo em nenhum dos
caminhos, de forma que Zgll/z |6p,(v)] é par. Além disso,

IT1/2
S lin@)l= Y it e € P = (o)l (mod 2
1=1 e€é(v)
A tltima equivaléncia vem do fato de que as arestas pertencentes a ¢’ sao exatamente
aquelas que aparecem em um numero impar de caminhos, fato que decorre de uma pro-
priedade basica da operacao de diferenca simétrica. Provamos assim que |[{v} N T| =

Sp(v)] (mod 2) e portanto ¢’ é uma T-juncao. O
| p jung
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Uma propriedade interessante da T-juncao obtida na demonstracao deste lema é que
ela é formada por caminhos que casam os vértices de T' dois a dois além de possiveis cir-
cuitos. Esta propriedade é compartilhada por todas as T-juncoes. No caso da T-juncao
conter circuitos, podemos retira-los sem alterar a paridade do nimero de arestas adjacen-
tes a cada vértice. Portanto, as T-juncoes minimais sao formadas apenas por caminhos

disjuntos nas arestas.

O Problema da T-jungao de cardinalidade minima

O problema de determinarmos uma 7T-juncao de cardinalidade minima pode ser redu-
zido eficientemente ao problema do emparelhamento maximo de custo minimo que por
sua vez pode ser resolvido em tempo polinomial [PS82]. O problema do emparelhamento
maximo de custo minimo consiste em determinar um emparelhamento de cardinalidade
maxima com custo minimo. A reducao consiste em aplicarmos o algoritmo do empare-
lhamento maximo de custo minimo ao grafo completo obtido da seguinte maneira: para
cada vértice de T' o grafo tera um vértice e o custo de uma aresta é igual ao tamanho de

um caminho minimo, no grafo original, entre os dois vértices correspondentes.

Exemplo:

Figura 3.2: Reduciao do problema da T-jungao minima ao problema do emparelhamento maximo de
custo minimo.

Ao aplicarmos um algoritmo para o problema do emparelhamento maximo de custo
minimo obtemos um emparelhamento perfeito, isto é, cada vértice do grafo pertence a
alguma aresta do emparelhamento. Este emparelhamento corresponde a um conjunto de
caminhos no grafo original que ligam os vértices de T' dois a dois. FEstes caminhos sao
disjuntos em relacao as arestas porque se nao fossem, ao tomarmos a diferenca simétrica
destes caminhos, obteriamos novos caminhos cuja soma das cardinalidades seria menor e
que portanto corresponderiam a um emparelhamento perfeito de menor custo. Por outro
lado, ja vimos que cada T-juncao minimal é formada por caminhos disjuntos nas arestas
que ligam os vértices de T' dois a dois. Assim, cada T-juncao minimal corresponde a
um emparelhamento perfeito no grafo associado cujo custo é igual a cardinalidade da T'-

juncao. Portanto, o conjunto de arestas dos caminhos obtidos através da reducao é uma
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T-juncao minima.

O Problema da T-jung¢ao minima com custos nao negativos

Se associarmos um custo nao negativo a cada aresta, podemos formular o problema
da determinacao de uma T-juncao de custo minimo. Este problema pode ser resolvido
através da mesma reducao apresentada acima, porém desta vez definindo o custo de uma
aresta do grafo completo igual ao custo de um caminho minimo entre os dois vértices.
Repare que neste caso uma aresta cujo custo original é 0 poderia ser utilizada por mais
de um dos caminhos obtidos. Para contornar este problema basta tomarmos a diferenca

simétrica dos caminhos obtidos e teremos uma T-juncao que possui o mesmo custo.

O Problema da T-jungao minima com custos arbitrarios

Podemos definir uma versao generalizada do problema ponderado da 7T-juncao minima
permitindo que os custos possam ser também negativos. Mostraremos adiante que este
problema pode ser reduzido ao caso em que todos os custos sao nao negativos.

A versao com custos nao negativos e |T'| = 2 é equivalente ao problema do caminho
minimo entre dois vértices. Poder-se-ia perguntar se a versao com custos arbitrarios
generaliza o problema do caminho mais longo entre dois vértices, bastando para isso
atribuirmos um custo igual a -1 a todas as arestas do grafo. Porém isso seria incoerente,
ou surpreendente, ja que sabemos que o problema do caminho mais longo é NP-completo
[GJT9]. A sutileza que diferencia as duas situacoes é que ao permitirmos custos negativos,
pode acontecer que todas as T-juncoes de custo minimo contenham circuitos, cujos custos

seriam negativos. Veja o seguinte exemplo:

)
-1 -1
o o [ o
S t S t

(@) (b)

Figura 3.3: (a) Caminho mais longo entre s e . (b) {s,t}-jun¢ao de custo minimo.

Se apesar de custos negativos nao houverem circuitos com custos negativos, entao o

problema é equivalente ao caso com custos nao negativos e a reducao para o problema do
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emparelhamento de custo minimo é a mesma. Agora passaremos a mostrar que o caso

mais geral também pode ser resolvido de forma eficiente.

Redugao do caso geral ao caso com custos nao negativos

Seja G = (V, F) um grafo e T'C V com um nimero par de vértices em cada compo-
nente conexo de (7. Seja uma funcao ¢ : £ — 7. Vamos construir uma instancia para
o problema da T-juncao minima com custos nao negativos e mostrar como o problema
original pode ser resolvido a partir dela.

Seja ' = {e € E : ¢(e) < 0}. Seja V! = {v € V : |6(v) N E'| é impar}, ou seja, os
vértices que possuem um numero impar de arestas adjacentes cujos custos sao negativos.
Seja T" = THV'. Os dois lemas abaixo mostrarao que uma 7"-juncao de custo minimo em
relagao a fungao ¢, tal que ¢(e) = |c(e)| para todo e € F, corresponde a uma T-juncao

de custo minimo em relacao a funcao c.

Lema 3.4 Um conjunto t C E € uma T-jun¢io de G se e somente se t' :=t @ K’ € uma
T -juncao de G.

Prova: Considere um vértice qualquer v € V. Entao,
[6(v) Nt =|8(v)Nt]+ [§(v) N E'| —2.[8(v) Nt N E.

Suponha que ¢ é uma T-jungao. Se v € T’ entao, por definicao, ou |6(v) N t| ou
|6(v) N E’| é impar, mas nao ambos. Portanto, [6(v) N #'| é impar. Por outro lado, se
v ¢ T" entao ambos os valores sao pares ou ambos sao impares e portanto |6(v)Nt'| é par.
Portanto ¢ é uma T"-juncao.

Suponha agora que ¢’ é uma T’-juncao. Observe que T'=T' & V'. Assim,sev € T
entao |6(v)N#'| ou |6(v) N E'| é impar, mas nao ambos. Nos dois casos |6(v) NT| é impar.
Se v ¢ T entao |6(v)Nt'| e |6(v) N E'| sao ambos impares ou ambos pares. Para que a
igualdade seja valida |6(v) Nt| deverd ser par. O

Agora mostraremos a relacao entre os custos de uma T-juncao e de uma T’-juncao.

Lema 3.5 Seja ¢ : F — N tal que d(e) = |c(e)| para todo e € E. FEntdio, para todo
tCE, c(t)y=1tD E) 4 (F).

Prova: c¢(t) =c(t\E')+c(tNE)=(\E)+c(tNFE)=\E") 4+ (F\t)+ c(F') =
dtd E)+e(F). O

Como o termo ¢(E') é constante, a T’-juncao ' cujo valor ¢/(#') é minimo corresponde
a T-juncao ' & £’ que minimiza ¢(t). Como ¢’ é uma fun¢ao nao negativa, a reducao esta

concluida.
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3.3 Laminarizacao

Sera mostrada nesta secao uma técnica que é muito utilizada quando trabalhamos com
familias de cortes. Ela permite transformar uma dada familia de cortes em outra com a
mesma cardinalidade, que utiliza cada aresta um nimero menor ou igual de vezes e além
disso possuindo a propriedade de ser laminar. Esta propriedade, que sera definida adiante,
concede a colecao de cortes uma estrutura que sera importante nas demonstracoes que
apresentaremos adiante.

Assumiremos daqui em diante que os grafos e os digrafos sao conexos. A rigor esta
simplificacao nao é necessaria ja que varios dos resultados apresentados valem igualmente
para os grafos que nao sao conexos. Entretanto, ficara claro que o caso geral dos teoremas
facilmente decorre do caso em que supoem-se que os grafos sao conexos.

Assumiremos também a partir deste ponto que os cortes sao nao vazios. Assim, ao nos
referirmos a um corte de cardinalidade minima, estaremos nos referindo a um corte nao
nulo cuja cardinalidade é minima. Da mesma forma, ao falarmos de um familia disjunta
maxima de cortes, estaremos assumindo que nao sao permitidos cortes vazios.

Dois cortes §(X) e §(Y) se eruzam se cada um dos seguintes conjuntos X N Y, X NY,

X NY e XNY nao forem vazios. Neste caso, diremos também que X e Y se cruzam.

(3 (b)

Figura 3.4: Exemplo de cortes que se cruzam (a) e que nao se cruzam (b).

Note que a definicao de cruzamento nao depende da margem utilizada na definicao do
corte. Este é o principal motivo para assumirmos que os grafos sao conexos.

Uma familia de cortes é laminar quando nenhum par de cortes da familia se cruza.

Para ilustrar o procedimento de laminarizacao, apresentamos abaixo a sua versao para
cortes em geral e nas préoximas secoes mostraremos que ele também podem ser aplicado
no caso das familias de cortes orientados e de T-cortes.

O procedimento que descrevemos abaixo transforma uma familia de cortes em uma
familia de cortes que é laminar e que possui a mesma cardinalidade da familia dada. Além

disso, a utilizacao de nenhuma aresta é aumentada.



3.3. Laminarizacao 20

Procedimento de Laminarizacao
Entrada: Familia de cortes C
Saida: Familia laminar de cortes £
inicio
enquanto existirem dois cortes §( X') e 6(Y) que se cruzam
1.1 tome r := min{C(6(X)),C(6(Y))}
12 C:=C—r-(8(X)+6(Y))+r-(8(XNY)+6(XUY))
retorne C

fim
Cada iteracao do procedimento descrito acima toma dois cortes que se cruzam e elimina

aquele que possui a menor multiplicidade. Com efeito, ao serem retiradas r copias de
cada um dos cortes, um deles ficarda com a multiplicidade nula e, como convencionado
na definicao de familias, ele deixara de pertencer a familia de cortes. Além disso, sao
acrescentadas r copias do corte definido pela intersecao das margens e r copias do corte
definido pela uniao das margens.

Em algumas aplicacoes particulares pode-se demonstrar que o procedimento termina
em tempo polinomial [GL.S88]. Entretanto, nao é a complexidade desse algoritmo que nos
interessa aqui e sim a questao existencial de que para cada familia de cortes corresponde
uma familia laminar de cortes com a mesma cardinalidade e que usa cada aresta um

numero menor ou igual de vezes.
Lema 3.6 As sequintes propriedades sao verdadeiras:
i. O procedimento termina apos um numero finito de iteracoes;
i, 1£] = |Cl;
iii. para toda aresta e, #.(e) < #cle).

Prova: TItem i: Vamos mostrar que a cada iteracao do algoritmo o nimero de
cruzamentos entre cortes da familia diminui e portanto o nimero de iteracoes é finito.
Cada iteracao do procedimento elimina pelo menos r? cruzamentos da familia, que cor-
respondem as r copias dos cortes §(X) e §(Y) subtraidas da familia. Vamos mostrar que
além disso, cada novo cruzamento introduzido na familia corresponde a um cruzamento
eliminado que nao esta incluido no conjunto dos r? cruzamentos citados acima. Sejam

8(X) e 6(Y) dois cortes que se cruzam e §(Z) um terceiro corte da familia.

Lembre-se que #c¢(e) representa o niimero de vezes que a aresta é usada pela familia C. Veja a secao

1.3.
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caso I. Se Z cruza X NY e X UY entao Z cruza X e Y.
Prova: Como Z cruza X NY entao ZN X, ZNY,ZNX e ZNY sdo nao vazios.
Como Z cruza X UY entao ZNX,ZNY,ZNX e ZNY sao nao vazios. Logo 7
cruza X e Z cruza Y.

caso Il. Se 7 cruza X NY entao 7 cruza X ou 7 cruza Y.
Prova: Como Z cruza X NY entao ZN X, ZNY,ZNX e ZNY sdo nao vazios.
Veja a figura 3.5.
Suponha inicialmente que ZN X NY # (). Como ZN(XUY) # 0, entao ZNX # ()
ou ZNY # (. Portanto 7 cruza X ou Y.
Se ZNXNY =0 entaio ZN X NY # () pois X NY # . Trocando-se na notagao

7 por 7, podemos demonstrar este caso de forma semelhante ao caso anterior.

caso IIl. Se 7 cruza X UY entao Z cruza X ou Z cruza Y.
Este caso pode ser demonstrado analogamente ao caso anterior trocando-se na

notacao X por X e Y por Y.

- z

]2
./

vV

Y Y

Figura 3.5: Se o corte Z cruza a intersec¢ao dos cortes X e Y que se cruzam, entdo Z cruza X ou Y.

Item ii: A igualdade |[£] = |C]| é trivial pois a cada iteracao o nimero de copias

subtraidas é igual ao numero de copias somadas a familia.

Ttemiii: Seja A = XNY, B= XNY,C = XNY e D = XNY como mostrado na figura
3.6. Seja e = (u,v) umaaresta do grafoe C' = C—r-(6(X)+6(Y))+r-(6(XNY)+6(XUY)).

caso 1. Se os vértices u e v pertencem ao mesmo conjunto, dentre os conjuntos A, B,
ou D, entao a aresta e nao pertence nem ao corte (X NY') e nem ao corte (X UY).

Como a aresta também nao pertence a 6(X) nem a 6(Y) entao #ci(e) = #e(e).
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B D
X1 A C
;\,—/

Y

Figura 3.6: As quatro intersec¢des entre as margens de dois cortes.

caso II. Seu € Aev € Dentao e € §(X), e € §(Y),e € (X NY)e e € (X UY).
Logo #c/(e) = #c(e).

caso III. Seu € Aev e Centaoe ¢ 6(X), e cé(Y),ecd(XNY)e eg¢ §(XUY).
Logo #c/(e) = #c(e).

O caso em que u € A e v € B é analogo.

caso IV. Seu € Bev € Dentaoe ¢ 6(X),e € 6(Y),e ¢ 6(XNY)e e d(XUY).
Logo #ci(e) = #c(e).

O caso em que u € C' e v € D é analogo.

caso V. Finalmente, se u € Bev € C entao e € §(X), e € §(Y),e ¢ (X NY)e
ed 6(X UY). Logo #ci(e) < #cle).

Como conseqiiéncia do item iii, obtemos a seguinte propriedade fundamental de cortes:

Lema 3.7 (Propriedade Submodular dos Cortes) Sejam 6(X) e 6(Y) dois cortes
que se cruzam, entao [6(X NY)|+[6(XUY)| < [6(X)|+[6(Y)]. O

Laminarizacao de Cortes Orientados

Considere agora que temos um digrafo e uma familia de cortes orientados. O seguinte
lema mostra que podemos aplicar o procedimento de laminarizacao a uma familia de
cortes orientados.

Lema 3.8 Seja D um digrafo conexo e d = 6(X) e d” = 6(Y) dois cortes orientados em
D tais que 6 (X) =0 e 6= (Y) = 0. Se d e d’ se cruzam, entio (X NY) e (X UY)

sao cortes orientados nao nulos.
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Prova: i. XNY # e XNY # () pois os cortes se cruzam. A conexidade de
D garante que §(X NY) # 0. Mas 6 (X NY) = 0, pois se (u,v) € §7(X NY) entao
veEXNYeud Xouué¢Y eportanto (u,v) € 67(X) ou (u,v) € §~(Y), contradicao.
Logo 6(X NY) é um corte orientado nao nulo.

ii. Podemos mostrar analogamente que (X UY') é um corte orientado nao vazio. O

[sso mostra que podemos aplicar o procedimento de laminarizacao aos cortes orienta-

dos. O lema 3.6 se aplica neste caso e temos portanto que:

Lema 3.9 Para qualquer familia L de cortes orientados existe uma familia laminar L'
de cortes orientados tal que |L'| > |L£]|. O

O caso V do item iii do lema 3.6 nunca ocorre ja que nao podem haver arestas com
uma das pontas em XNY e aoutra em XNY. Disso podemos concluir que #(e) = #¢(e)
para toda aresta e € E e que o lema 3.7 pode ser enunciado de forma mais forte no caso

dos cortes orientados:

Lema 3.10 (Propriedade Modular dos Cortes Orientados) Sejam 6(X) e 6(Y) dois

cortes orientados que se cruzam, com 6~ (X) =0 e 6~ (Y) = 0. Entao

[5(X AY)|+[6(X UY)| = [§(X)] +[5(Y)].

Laminarizagao de Cortes Impares e T-cortes

Para aplicar o procedimento de laminarizacao a uma familia de T-cortes devemos
tomar um pouco mais de cuidado. Dados dois T-cortes §(X) e 6(Y) que se cruzam,
nao é verdade que §(X NY) e 6(X UY) sao necessariamente T-cortes. Na verdade,
quando §(X NY) e §(X UY) nao sao T-cortes, (X UY) e §(X UY) sao T-cortes. As
seguintes igualdades sao verdadeiras: |[X NT|=|XNYNT|+|XNYNT|e|YNT|=
IXNYNT|+|XNYNT]. Como |XNT|el|Y NT|sao impares, entao ou | X NY N T
é impar ou [ X NY NT|e|X NY NT|sio impares. Como |X NY NT| possui a mesma
paridade que o conjunto | X N'Y N T, fica demonstrada a afirmacao.

Mostramos que o procedimento de laminarizacao pode ser utilizado em familias de
T-cortes, desde que tomemos o cuidado de acrescentar os cortes corretos a familia. Dai

temos o seguinte lema:

Lema 3.11 Para qualquer familia L de T-cortes existe uma familia laminar L' de T-
cortes tal que |L'| > |L]. O
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par fmpar impar | par
X4 | impar | par X par | fmpar
%\,—/ ;\,—/

Y Y

Figura 3.7: O esquema mostra as duas situagoes possiveis entre dois T-cortes que se cruzam.

3.4 Particao de uma Familia de Cortes Orientados

Mostraremos nesta secao que uma familia k-disjunta de cortes orientados pode ser partici-
onada em k familias disjuntas. Mostraremos também um resultado mais geral que afirma
que uma familia de cortes orientados pode ser particionada em k familias de forma que a
utilizacao das arestas do digrafo é feita de forma equilibrada pelas familias da particao.
O primeiro resultado sera utilizado nas demonstragoes do Teorema de Lucchesi-Younger e
do Teorema de Lovasz e o segundo na demonstracao do Teorema de FEdmonds-Giles, que
serao apresentados no capitulo 4.

Assumiremos ao longo desta secao que D = (V, E) é um digrafo conexo e £ é uma
familia de cortes orientados laminar e que r = |£|. Representaremos por do, dy, ..., d,_q
as v copias de cortes de L, ou seja, L =3""11-d;.

Vamos definir uma funcao, a qual chamaremos de funcao potencial, que associa a cada
vértice de V um valor inteiro nao negativo. Utilizando esta fungao definiremos uma outra,
que associa a cada copia de um corte da familia um valor inteiro tal que para cada aresta do
digrafo, todos os cortes que a contém possuem valores consecutivos. Para particionarmos
a familia em k familias, poderemos tomar os cortes cujos valores pertencem as classes de
congruéncia modulo k. Como todos os cortes que contém uma aresta em comum recebem

valores consecutivos, as arestas sao usadas de forma balanceada pelas familias da particao.

Funcao Potencial

Chamaremos de funcao potencial a funcao 7 : V. — N definida por n(v) = |[{t € N :
v € V*d;}|, ou seja, 7(v) é igual ao nimero de copias de cortes de £ em relagao aos quais
v pertence a margem positiva.

Considere um caminho P = < vy, €, v1,€1,...,€6,_1,0, > do digrafo D. Podemos
particionar as arestas de P em dois conjuntos, um contendo as arestas da forma (v;, v;11)
que denotaremos por Z? p e o outro contendo as arestas da forma (v;41,v;) que denotaremos

—
por Ep. Seja a seguinte expressao:
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Exemplo:

Figura 3.8: Familia de cortes orientados e a fungao potencial 7 correspondente.

r—1 — _
Dp =) (| Ep Ndi| — | Ep Ndi])
=0
O valor desta expressao pode ser computado somando-se uma unidade para cada
—
intersecao de uma aresta de Fp com um corte da familia e subtraindo-se uma unidade
—
para cada intersecao de uma aresta de Fp com um corte da familia. O seu valor é o
mesmo para todos os caminhos que ligam um dado vértice u a um vértice v. Provamos
abaixo que este valor é igual a m(v) — 7(u), que pode ser interpretado como a diferenca

de potencial entre os vértices u e v.

Lema 3.12 Se P € um caminho entre os vértices u e v, entdo Dp = w(v) — 7 (u).

Prova: Se d € L é tal que u,v € V*d, entao |Ep nd| = |Ep Nd|. Tgual-
mente, se u,v ¢ V*d, entao |Ep Nd| = |Ep Nd|. Se u € Vtd e v € V~d entao
|Ep Nd| — @p Ndl = —leseu € V-dev e Vtd entao |Ep Nd| — @p Nd| = 1. Por

outro lado, a diferenca 7(v) — 7(u) é igual ao nimero de cortes d tais que v € V*td e
u € V~d menos o niimero de cortes d tais que u € V*d e v € V~d. Portanto a igualdade

é verdadeira. O

Dada uma aresta e € E, podemos considerar a subfamilia de £ composta pelos cortes
que contém e. Podemos tomar estes cortes na seguinte ordem: d,,,...,d onde m =

#re(e)eVody CV=d;y C--- CVd;, . Além disso, se d;, = d;,,,

sempre que 7; < 7;41. > Esta ordenagao é possivel apenas porque £ é laminar, de forma

2'-m—l 7

L entao suporemos

que para quaisquer dois cortes a e b distintos que nao se cruzam e que possuem uma aresta
em comum, temos que V~"a C V"bou V=b C V™ a. Veja a figura 3.9.

?Tsto implica que as diversas cépias de um mesmo corte sao consideradas sempre em ordem crescente
com relacao aos seus indices.
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Vbl ¢ ¢ Vb T

vb ‘ Vb ‘ 0

va va va Vva
(@ (b)
Figura 3.9: Se dois cortes a e b que nao se cruzam possuem uma aresta em comum, entdo ou (a)

VbCV—a ou (b)yVaCV~b

Seja e = (u,v) uma aresta e d ;i

ordenacao descrita acima. Definimos w, : {ig,...,%,,—1} — N como a funcao para a qual
we(i;) = w(v) + j, para j € Ny,

ios - - - , os cortes de £ que contém e, com a

Exemplo:

654

Figura 3.10: Uma familia de cortes orientados e a fun¢ao w que associa niimeros inteiros consecutivos
aos cortes que contém um aresta em comum.

Mostraremos abaixo que o valor w.(i) é o mesmo em relacao as diferentes arestas de
d; e portanto a funcao w. induz uma funcao w : N., — N que associa a cada corte um
valor inteiro.

Lema 3.13 Seja um corte orientado d; € L e € = (u',v"), ¢’ = (u",0") duas arestas de

d;. Entao we(i) = wen(2).
Prova: Pela definicao da funcao w, temos:
wa(i) = 7(v') + D] + || e
war(i) = 7(0") + 7] + ],

onde D', D" e C sao as subfamilias de £ definidas abaixo. Lembre-se que L|F' é a restrigao

da familia £ ao conjunto F":
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D:=L{deL:ede" ¢deV—dCVd},
D':=L{deL:e¢de"edeVdCVd} e

C:=Y'{djeL:e edj, e cdjeVd;CVdioud;=d;, j<i}.

Figura 3.11: Tlustracdo da demonstragao do lema 3.13

Vamos mostrar que

*(o) — m(o") = [ D] [ P]. (3.1)
Sejad € L.

1. v e Vtd e v” ¢ V*td se e somente se d € D".
Suponha que v’ € VTd e v” ¢ V*td. E claro que ¢’ ¢ d. Como d e d; nao podem

se cruzar, entao €¢” € d. Como L é laminar e d # d;, entao ou V-d C V~d; ou
V=d; cV7d. Masv' € V7d; ev' ¢ V7d. Assim, V—d C V~d; e portanto d € D".
Reciprocamente, se d € D" entao v € V-d e como V=d C V~d; e ¢’ ¢ d, entao
v e VHd.

2. v ¢ Vtdev” € VTd se e somentese d € T'.

Este caso é andlogo ao anterior, trocando-se os papéis de D' e D" e de v’ e v".
Os casos 1 e 2 mostram que a igualdade 3.1 é verdadeira e portanto w. (i) = wen (7). O
Teorema 3.14 (Teorema da Particao) Seja D = (V. E) um digrafo. Seja L uma
familia laminar de cortes orientados k-disjunta. FEntdo existe uma particao de L em k

familias disjuntas, isto €, existem familias disjuntas L1, L, ..., Ly, tais que L =S5 L;.

Prova: O Lema 3.13 mostrou que a funcao w que associa a cada cépia de cortes de £
um valor inteiro esta bem definida. Pela definicao de w sabemos que os cortes que contém
uma mesma aresta sao associados por w a valores consecutivos. Considere a particao de £
definida pelas familias £; = {d; € L : w(i) = j (mod k)}, para 0 < j < k—1. Como uma

aresta é usada no maximo k vezes por L e como os cortes que a contém estao associados a
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valores consecutivos, entao cada um destes cortes pertence a uma familia diferente desta
particao e portanto cada familia £; é disjunta. O

A figura 3.10 mostra uma familia 3-disjunta e os valores que a funcao w associa a cada
corte. Se tomarmos as familias dos cortes para os quais w associa valores pertencentes
aos conjuntos {0,3,6,...} {1,4,7,...} e {2,5,8,...}, respectivamente, obteremos trés
familias disjuntas que formam uma particao da familia original.

Usando a mesmaidéia, podemos demonstrar a seguinte generalizacao do Teorema 3.14:

Teorema 3.15 (Teorema da Particao Balanceada) Seja D = (V, E) um digrafo.
Seja L uma familia laminar de cortes orientados e k um wvalor inteiro maior do que
0. Entao existe uma particio de L em k familias Lo, L4, ..., L1, tais que para cada
1€ Nep e cada e € F,

3.5 Particao de uma Familia de T-cortes

Na secao anterior mostramos como as familias de cortes orientados podem ser particiona-
das em familias disjuntas. Nesta secao abordamos o problema de particionar uma familia
de T-cortes em grafos bipartidos. No capitulo seguinte utilizaremos estes resultados para
provar os Teoremas de Lovasz e de Seymour.

Ao contrario das familias de cortes orientados, existem familias laminares k-disjuntas
de T-cortes em grafos bipartidos que nao podem ser particionadas em k familias disjun-
tas. Fste é o caso do exemplo da figura 3.13. Entretanto, mostraremos que é possivel
transformar uma familia k-disjunta qualquer de T-cortes em uma familia k-disjunta que
pode ser particionada.

Seja um grafo bipartido e uma particao do seu conjunto de vértices nos conjuntos V'*
e V™ de forma que toda aresta do grafo possui uma ponta em V7T e a outra em V™.
Diremos que uma familia de cortes do grafo é wvdlida quando ao orientarmos cada aresta
do grafo do vértice em VT para o vértice em V~, cada corte da familia se torna um corte
orientado do digrafo obtido. Veja a figura 3.12.

Mostramos adiante que sempre existe uma familia k-disjunta maxima de T-cortes que
é valida e laminar. Uma familia valida de T-cortes corresponde a uma familia de cortes
orientados do digrafo obtido orientando-se as arestas de V* para V~. Assim, o Teorema
da Particao da secao anterior implica que uma familia k-disjunta valida e laminar de

T-cortes pode ser particionada em k familias disjuntas. Dai temos o seguinte teorema:
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Exemplos:

Figura 3.12: Uma familia de cortes que nao é valida e uma que é valida. As setas que aparecem na
ilustracao servem apenas para facilitar a compreensao, ja que o conceito se aplica a grafos nao orientados.

a b

Figura 3.13: Uma familia 2-disjunta de T-cortes que nao pode ser particionada em duas familias
disjuntas. Ocorre que os cortes a, b e ¢ se intersectam mutuamente. Note que os cortes a e ¢ nao sao
validos.

Teorema 3.16 Em um grafo bipartido, qualquer familia F k-disjunta de T-cortes cor-
responde a uma familia de T-cortes de mesma cardinalidade, k-disjunta e que pode ser
particionada em k familias disjuntas.

Prova: Se a familia F nao for laminar, entao obtemos uma familia £ que é laminar e tal
que |L| = |F|. Pelo lema 3.17 sabemos que existe uma familia £ k-disjunta de T-cortes

com |L'| > |L] que é vélida e que, portanto, pode ser particionada em k familias disjuntas.
O

Lema 3.17 Seja B = (V, E) um grafo bipartido com biparticio (V*, V7). Seja T C V,
tal que |T| seja par. Se L € wma familia laminar de T-cortes de B, entdo existe uma
familia L' de T-cortes de B que € vdlida, laminar e tal que |L'| > |L].

Prova:

1. Base da Inducao: Se todos os cortes da familia sao triviais entao a familia satisfaz
a propriedade desejada pois cada T-corte podera ser definido por um vértice que é
ou uma fonte ou um sorvedouro do digrafo D¢ obtido orientando-se as arestas do
grafo do conjunto V1 para o conjunto V™.

2. Seja £ uma familia k-disjunta méxima de T que seja laminar®. Suponha que o

Teorema é verdadeiro para todo grafo com menos vértices do que B ou se existir

uma familia £’ laminar tal que |£'| > |L£| e que possui mais cortes triviais do que L.

3A existéncia das familias laminares foi discutida na secao 3.3
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Figura 3.14: Exemplo da operagao do item 4 da demonstracao do lema 3.17.

3. Suponha que existe um T-corte d = 6(v) em L que é trivial e tal que L(d) =
k. Seja By o grafo bipartido obtido a partir de B contraindo-se os vértices de
W ={v} U Adj(v) em um tinico vértice v'. Tome T" = T\W e acrescente v’ a T” se
|W N T| for impar. Pela hipétese da inducao, o grafo B, possui uma familia £ de
T’-cortes que é k-disjunta, laminar e valida e tal que |L'| > |£ — k- 6(v)| = |L] — k.

As seguintes propriedades sao verdadeiras em relacao a familiaC = L'+ k- 6(v):
i. C é uma familia de T-cortes k-disjunta em B;

ii. C é valida, laminar e

ii. |C| > |L].
Os itens i e ii sao triviais. O item iii é verdadeiro pois |C| = |L'| + k > |L].

4. Seja X C V minimal tal que 6(X) € £ e 6(X) nao é trivial.

Seja A=VtNXNTeB=V"NXNT. Se necessario, troque as definicoes de A
e B de forma que |A| > |B| (lembre-se que X NT é impar). Seja

Lt = ZUEAl : 6(’0) €
L™ =3 eB, s(wyec 1 - 6(v).
Tome L' = L — (L~ 4+ §(X)) + L*. Veja a figura 3.14.

i |L'] > |L] porque |L'| = |L] = (|L7|+ 1)+ |LT| e |LT] > [L7]+ 1.

ii. £"é k-disjunta e laminar. Seja §(v) € LT. Seja e := {u,v} € §(v). See € §(X),
entao pela definicao de L', é facil verificar que #./(e) = #,(e). Suponha entao
que e ¢ 6(X). Como L é laminar e X é minimal, os tinicos cortes de £ que
podem conter e sao os cortes triviais 6(u) e 6(v). Se é(u) ¢ L entao #p(e) < k
pois pelo item 3 sabemos que L(6(v)) < k. Caso é(u) € L entao u € B e
portanto pela defini¢ao de £, temos também que #.:(e) < #.(e).

A laminaridade de £’ é uma conseqiiéncia direta da definicao de £’.
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Como o nimero de cortes triviais de £’ é maior do que o de L, entao a hipdtese da

inducao implica a existéncia da familia de cortes valida. O

Podemos ver esta demonstracao como um algoritmo que transforma uma familia la-
minar qualquer em uma familia laminar que é valida. A demonstracao que apresentamos
acima é similar a utilizada por Lovéasz em [LLP86].



Capitulo 4

Os Teoremas

Neste capitulo iremos apresentar os principais teoremas deste trabalho. Eles correspon-
dem a diversas igualdades minimax que relacionam familias de cortes com coberturas
minimas dos cortes do grafo. Mostraremos que apesar destes teoremas tratarem de obje-
tos distintos, podemos demonstra-los de forma semelhante. Para alcancar este objetivo
empregaremos os resultados sobre laminarizacao da secao 3.3 e sobre particao de familias
de cortes das se¢oes 3.4 e 3.5.

Na secao 4.1 apresentamos o método do elemento essencial que permite provarmos
igualdades minimax que envolvem familias disjuntas e coberturas em geral. Na secao 4.2
é apresentado o Teorema de Lucchesi-Younger e na secao 4.3 os teoremas de Lovasz e de
Seymour.

A secao 4.4 mostra uma generalizacao do Teorema de Lucchesi-Younger que estabelece
uma igualdade minimax envolvendo as k-coberturas minimas dos cortes orientados, isto
é, conjuntos de arestas que intersectam cada corte orientado em pelo menos k arestas.
Apresentaremos uma demonstracao original para esta igualdade que consiste na utilizacao
de técnicas que sao generalizacoes daquelas utilizadas nas demonstracoes dos teoremas das
secoes anteriores.

Na secao 4.5 abordamos o problema da existéncia de uma igualdade minimax que
envolva as k-coberturas dos T-cortes. Mostramos que se |T| = 2, entao podemos provar
um resultado analogo ao Teorema de Edmonds-Giles. Apresentamos uma conjectura para
o caso em que |T| = 4.

Na secao 4.6 apresentamos igualdades minimax para circuitos em grafos planares que

sao consequéncias dos teoremas apresentados nas secoes 4.2, 4.3 e 4.4, respectivamente.

4.1 O Método do Elemento Essencial

Vamos temporariamente deixar os grafos e os digrafos de lado e trabalhar em um contexto

um pouco mais geral.

32
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Seja E um conjunto finito qualquer. Seja F C 2F tal que F;,F; € F e F; C F;
implicam que ¢ = j. Chamaremos uma familia de subconjuntos com esta propriedade
de colecio bdsica. Dizemos que um conjunto ¢ C K é uma cobertura de F se para todo
de F,tnd#0. Seja v(F) a cardinalidade maxima de uma familia disjunta de elementos
de F e 7(F) a cardinalidade de uma cobertura minima de F. Ao longo deste capitulo
usaremos freqiientemente esta notacao e quando a familia F estiver claramente definida
pelo contexto, usaremos simplesmente os simbolos v e 7.

Um fato trivial é que v(F) < 7(F), pois se F contém k conjuntos disjuntos, uma

cobertura de F deve conter pelo menos k elementos.

Exemplo: Todos os exemplos dados no capitulo 2.1 podem ser vistos sob esta otica.
Em particular, o Teorema de Menger afirma que se F é o conjunto de arestas de um grafo
conexo e F C 2F & a colecao de todos os caminhos que ligam s a ¢, entao v(F) = 7(F).
Note que as coberturas minimais de todos os caminhos entre s e 1 sao exatamente os
cortes minimais que separam s de t. O dual desse Teorema diz que se D é o conjunto de

todos os cortes que separam s de 1, entao v(D) = 7(D).

Passaremos agora a descrever um método para provarmos a igualdade v(F) = 7(F).
Seja E' C E. Definiremos v(F, E') como sendo a cardinalidade méxima de uma familia
disjunta de elementos de F contidos em FE’ e 7(F, E') é a cardinalidade minima de uma
cobertura dos elementos de F contidos em FE’. Note que v(F) = v(F,FE) e 7(F) =
7(F, E). Resumindo:

v(F, B = max{|F|: F' C Fn2F, F disjunta };

T(F,E') =min{[t| :t C E' e ( FEFN2P = Fnt#0)}.

O método do elemento essencial é um meio de demonstrarmos que v(F) = 7(F). Ele
consiste em uma inducao sobre a cardinalidade do conjunto E’ que é efetuado retirando-
se um elemento essencial do conjunto E’. A seguir definimos o conceito de elemento
essencial.

Um elemento x de F’ é essencial em relacao a um par (F, E’) se ele é usado por todas
as familias disjuntas maximas de F N 27, isto é, v(F, E"\{z}) < v(F, E").

Teorema 4.1 Se, para todo E” C E' tal que v(F,E") > 0, o par (F,E") possui um
elemento essencial, entio v(F,E") = 7(F, F’).

Prova: Se E' = () entao v(F, E') = 7(F, E') = 0. Suponha por hipétese de inducao
que v(F,E") = 7(F, E") para todo E” tal que |E"| < |E’|. Por hipétese, (F, E') possui
um elemento essencial e € E’. Pela hipdtese da inducao, v(F, E'\{e}) = 7(F, E'\{e})
e portanto existe um conjunto ¢ C E'\{e} com |t'| = v(F, F'\{e}) que cobre todos os
conjuntos de F que estao contidos em F’\{e}. Entao t := t' U {e} cobre F N 2F e
[t| = [t'|+1 =v(F,E"\{e})+ 1 < v(F,FE), donde |t| < v(F,E"). Mas a desigualdade
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T(F,E") > v(F, E') é trivialmente valida, porque para cobrirmos uma familia disjunta de
cardinalidade k precisa-se de pelo menos k elementos. Isso implica que ¢ é uma cobertura
minima e que 7(F, F') = v(F, E') como queriamos demonstrar. O.

Em geral a reciproca deste Teorema nao é verdadeira. Tome F = {1,2,3,4,5,6,7},
F={1,2,3},{3,4,5},{2,5,6},{1,4,7},{1,4,6},{2,5,7}. Este exemplo corresponde aos
cortes impares de um K4 com uma das arestas subdivididas por um vértice. O conjunto
{1,5} é uma cobertura minima de F e os conjuntos {1,4,7} e {2,5,6} sao dois conjuntos
disjuntos, de forma que v(F, E) = 7(F, F). Se tomarmos o conjunto £’ := {1,2,3,4,5,6},
podemos verificar que v(F, FE') =1 < 7(F,E') =2 e que E’ de fato nao possui nenhum
elemento essencial.

Apesar do exemplo que acabamos de mostrar, se v(F, FE') = 7(F,FE’) > 0, entao
existe um elemento essencial em F’. Qualquer aresta contida em uma cobertura minima
de FN2F" é essencial. Se t é uma cobertura minima de F N 27 e e € t, entao t\{e} cobre
todos os conjuntos que nao usam e. Assim, v(F,E') = 7(F,E') = 7(F,E'\{e})+ 1 >
v(F, E"\{e}). Logo v(F, E'\{e}) < v(F, E') e portanto e é um elemento essencial.

O Caso Ponderado

As igualdades minimax relacionadas com familias disjuntas maximas e coberturas
minimas de colecoes basicas podem ser generalizadas para casos ponderados. Seja
c: E — NeF C 27 Dizemos que F é c-disjunta se cada elemento e € F é usado
no maximo c(e) vezes pela familia. Podemos interpretar ¢(e) como sendo a capacidade do
elemento e. O wvalor ¢(t) de uma cobertura ¢ de F é definido como Y., ¢(e). Neste caso
é interessante interpretar o valor ¢(e) como sendo o custo de usarmos o elemento e.

Denotaremos por v.(F) o tamanho de uma familia e-disjunta maxima de conjuntos de
F. Por 7.(F) denotaremos o valor de uma cobertura de F de valor minimo.

Seja uma familia F e uma funcao ¢ : £ — N. Um elemento x € FE é essencial
em relacao ao par (F,c) se c¢(x) > 0 e ele é usado ¢(x) vezes por todas as familias ¢
disjuntas maximas. Assim, se @ € I é um elemento essencial, entao v.(F) > v (F), onde
d(e)=cle)see#xed(x)=clzx)—1.

Usando o mesmo raciocinio indutivo utilizado na prova do Teorema do Elemento
Essencial, podemos mostrar que v.(F) = 7.(F) sempre que existir um elemento essencial
para cada par (F,c), onde ¢ : E — N é tal que (F) < ¢(F).

Na secao 4.4 teremos a oportunidade de apresentar um exemplo deste método.
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4.2 O Teorema de Lucchesi-Younger

Nesta secao estudaremos o Teorema de Lucchesi-Younger. Este Teorema foi demonstrado
originalmente por Claudio L. Lucchesi e Daniel H. Younger no inicio dos anos setenta
[Luc76, LY78]. O Teorema é uma igualdade minimax que relaciona a cardinalidade de
familias disjuntas de cortes orientados com a cardinalidade de coberturas minimas dos
cortes orientados de um digrafo. Este problema, portanto, se enquadra no modelo de pro-
blemas apresentados até aqui e em particular ao modelo de colecoes basicas apresentado
na secao anterior, aonde o Método do Elemento Essencial foi apresentado. A demons-
tracao que apresentamos é baseada em [LY78]. 1. Lovasz [Lov76] apresenta outra prova

para o Teorema. O enunciado da igualdade minimax é o seguinte:

Teorema 4.2 (Lucchesi-Younger) Em um digrafo, uma cobertura minima dos cortes
orientados tem a mesma cardinalidade de uma familia disjunta maxima de cortes orien-

tados.

Em termos de cole¢oes bésicas, o Teorema afirma que se D = (V, FE) é um digrafo
qualquer e F é o seu conjunto de cortes orientados, entao v(F) = 7(F). Se mostrarmos
que qualquer conjunto E’ C FE tal que v(F,E’) > 0 contém um elemento (ou aresta)
essencial em relacao a F, entao o Teorema do Elemento Essencial implicara a igualdade
desejada. Utilizando o Teorema da Particao, apresentado na secao 3.4, provaremos que de
fato esta aresta essencial sempre existe. Na verdade provaremos que todo corte orientado
contido em E’ contém pelo menos uma aresta essencial.

O Teorema da Particao afirma que uma familia k-disjunta e laminar de cortes orienta-
dos pode ser particionada em k familias disjuntas. Uma conseqiiéncia fundamental deste

Teorema é o seguinte lema:

Lema 4.3 A cardinalidade de uma familia k-disjunta mazima (vy) de cortes orientados

€ iqual a k vezes a cardinalidade de uma familia disjunta maxima de cortes orientados

(k-v).

Prova: A desigualdade vy > k- v é trivial pois dada uma familia disjunta F de cortes
orientados, a familia k- F é k-disjunta e sua cardinalidade é k - |F|. Por outro lado, se £
¢ uma familia k-disjunta de cortes orientados, entao podemos obter uma familia laminar
L' tal que |[£'| = |£]. O Teorema da Particao afirma que £’ pode ser particionada em k
familias disjuntas tais que a soma de suas cardinalidades é igual a cardinalidade de L’.
Assim, o tamanho da maior destas familias sera maior do que ou igual a % e portanto
k-v>uy,. O

Os cortes orientados contidos em F N 27 sao os cortes orientados do digrafo obtido a

partir de D contraindo-se as arestas de K\ E’. Assim, podemos estender o lema acima e

afirmar que v (F, E') = k- v(F, E') para todo £’ C F.
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Teorema 4.4 Se F € a cole¢io de cortes orientados de um digrafo e E' C E € tal que

v(F,E") >0, entao E' contém uma aresta essencial.

Prova: Seja d um corte orientado, d € F, tal que d C E’. A existéncia de d é
garantida pela hipdtese de que v(F, E’) > 0. Vamos provar que pelo menos uma das
arestas de d é essencial em relacao ao par (F, F’).

Seja k = |d| e d = {e1,...,er}. Suponha por absurdo que d nao contém uma aresta
essencial. Assim, para cada aresta e¢; € d, existe uma familia disjunta F; de cortes
orientados contidos em F’\e; tal que |F;| = v(F, E').

Seja L = (X5, Fi) + 1.d. A familia £ é k-disjunta, pois cada familia £; é disjunta e
as arestas do corte d sao usadas no maximo em k — 1 destas familias.

Por defini¢ao, a cardinalidade de £ é k-v(F, E')+1. Mas isso implica que v (F, E') >
k-v(F,E"), o que é uma contradi¢ao. O

Com esse ultimo resultado, acabamos de provar o Teorema de Lucchesi-Younger. B
natural perguntarmos se o Teorema 4.2 pode ser generalizado a uma versao ponderada.

A resposta é afirmativa e resulta no seguinte teorema:

Teorema 4.5 (Lucchesi-Younger — versao ponderada) Seja D = (V, ) um digrafo
e ¢ : F — N uma funcio. FEntio o tamanho de uma familia c-disjunta de cortes

orientados € igual ao valor minimo de uma cobertura dos cortes orientados.

Este teorema pode ser demonstrado utilizando-se a versao ponderada do método da
aresta essencial. Nao apresentaremos esta demonstracao por duas razoes. Em primeiro
lugar, o Teorema 4.5 é um caso particular do Teorema de Edmonds-Giles que provaremos
na secao 4.4 e além disso porque podemos considera-lo como um corolario do Teorema 4.2.
Podemos associar a um digrafo D = (V, E/) com ponderacao ¢ : £ — N um digrafo nao
ponderado D' = (V', E') onde V' contém V e para cada aresta (u,v) € F, associamos um
caminho orientado comecando em u e terminando em v com comprimento ¢(e). Assim,
uma familia c-disjunta de cortes orientados de D corresponde a uma familia disjunta
de cortes orientados em D’ e vice-versa. Além disso, cada cobertura de valor k& em D
corresponde a uma cobertura de cardinalidade & em D’. Aplicando-se o Teorema 4.2 a

D', obtemos a igualdade desejada para o digrafo D e a funcao c.

4.3 Os Teoremas de Lovasz e Seymour

Os Teoremas de Lovasz e de Seymour possuem enunciados bastante semelhantes ao do
Teorema de Lucchesi-Younger. Eles também comparam a cardinalidade de uma familia
maxima de cortes com a de uma cobertura minima. Entretanto, ao invés de cortes orien-
tados, estes resultados tratam de T-cortes. Mostraremos que o método da aresta essencial

também é eficaz neste contexto. O enunciado do Teorema de Lovasz é o seguinte:
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Teorema 4.6 (Lovasz) Seja G = (V, E) um grafo conexo e T C 'V tal que |T| seja par.
Entao, a cardinalidade de uma familia mdazima 2-disjunta de T-cortes € igual ao dobro da

cardinalidade de uma cobertura minima dos T-cortes, isto €, v9 =2 - 7.

Lembre-se que como os T-cortes generalizam os cortes impares, o teorema enunciado
acima implica que a cardinalidade de uma familia maxima 2-disjunta de cortes impares é
igual ao dobro da cardinalidade de uma cobertura minima dos cortes impares.

Uma diferenca importante deste teorema para os demais vistos até aqui é a necessi-
dade de trabalharmos com familias 2-disjuntas de cortes ao invés de familias disjuntas. A
questao é que existem grafos para os quais a igualdade minimax nao ocorre ao comparar-
mos familias disjuntas maximas com 7T-junc¢oes minimas. Este é o caso do grafo completo
de quatro vértices (K4) e do grafo de Petersen, ambos com T' = V. No primeiro caso

v=1er=2enosegundo v =4 e 7 =5. Veja a figura 4.1.

Figura 4.1: K, e o Grafo de Petersen: exemplos de grafos cujas T-junc¢des minimas sio estritamente
maiores do que as familias disjuntas maximas de T-cortes.

No caso dos grafos bipartidos a igualdade é valida para familias disjuntas, resultado

provado originalmente por Seymour em [Sey81]. O enunciado desta igualdade é o seguinte:

Teorema 4.7 (Seymour — grafos bipartidos) Seja G = (V, E) um grafo bipartido co-
nexo e T C 'V tal que |T| seja par. Entao, a cardinalidade de wma familia disjunta mazima

de T'-cortes € igual a cardinalidade de uwma cobertura minima dos T-cortes.

Mostraremos inicialmente que o Teorema de Seymour implica o Teorema de Lovasz.
Dado um grafo GG = (V. E), definimos o grafo bipartido Bg como sendo o grafo obtido a
partir de G através da subdivisao de cada uma de suas arestas por um vértice. Daqui em

diante, v4(G) denota o tamanho de uma familia k-disjunta maxima de T-cortes de G.

Lema 4.8 Dado um grafo G = (V,E) e T C V tal que |T| seja par, entao vq(G) =
l/k(Bg).
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Prova: Dada uma aresta e € F, seja v. o vértice de Bg que subdividiu e. Cada familia
2k-disjunta de T-cortes de (G corresponde a uma familia k& disjunta de Bg com a mesma
cardinalidade, pois podemos associar aos cortes que utilizam uma dada aresta e = {u, v}
cortes em Bg tais que metade deles use a aresta {u,v.} e a outra metade use {v.,v}.
Logo, vi(Ba) > var(G).

Por outro lado, se F é uma familia k-disjunta de T-cortes de Bg, podemos associa-la
a uma familia 2k-disjunta de G. Se e := {u,v} € E, entao o nimero de cortes de F que
possuem u e v em margens opostas é de no maximo 2k, pois cada um destes cortes deve
conter a aresta {u,v.} ou a aresta {v.,v}. Portanto, para cada corte §( X) € F, podemos
associar o corte 6(XNV) de GG e teremos desta forma uma familia 2k-disjunta de T-cortes.
Logo var(G) > vg(Bg). O

Além da relagao estabelecida pelo lema acima, é claro que 7(Bg) = 2 - 7((G). Assim,
como o Teorema de Seymour implica que v(Bg) = 7(Bg), temos que v5(G) = v(Bg) =
7(Bg) = 2 - 7(G), o que implica o Teorema de Lovész. Adiante provaremos que no caso
dos grafos bipartidos temos que vi(G) = k- v(G). Entretanto, este resultado nao sera
suficiente para provarmos o Teorema de Seymour da mesma forma como provamos o
Teorema de Lucchesi-Younger. A razao disso é que a contracao de arestas de um grafo
bipartido pode resultar em um grafo que nao é bipartido. Assim, se pretendemos encontrar
uma demonstracao analoga a utilizada na secao anterior, devemos aplica-la ao Teorema
de Lovasz.

No caso dos grafos orientados, mostramos que v, = k - v. Apesar desta igualdade nao
ser verdadeira no caso dos T-cortes, podemos mostrar um resultado analogo que afirma
que vy = k- v5. Este resultado serd provado adiante e corresponde ao lema 4.11. Abaixo
mostramos como este lema pode ser utilizado para que o Teorema de Lovasz seja provado
de forma analoga ao Teorema de Lucchesi-Younger. Utilizaremos também o lema 4.10,
cuja demonstracao igualmente sera adiada, que afirma que toda familia 2-disjunta maxima

de T-cortes tem cardinalidade par.

Prova do Teorema de Lovasz

Seja G = (V, F) um grafo conexo e T'C V tal que |T'| seja par. Seja F o conjunto de
todos os T-cortes de (. Seja E' C F tal que vy F, E’) > 0, isto é, existe pelo menos um
T-corte de G contido em F'.

Assim como no Teorema 4.2, vamos mostrar que cada T-corte contido em E’ contém
uma aresta essencial em relacao as familias 2-disjuntas de T-cortes, isto é, que existe
uma aresta e € F’ tal que vo( G, E') > vy(G, E'\e). O lema 4.10 implica que se ¢ é uma
aresta essencial, entao v2(G, E') > vo( G, E'\e)+2. Supondo por inducao que v»(G, E”) =
2. 7(G, E") para todo E” C FE’, temos que vo( Gy, E') > v5(G, E'\e) + 2 = (pela h.i.) 2 -
(G, E\e)+2>2-(r(G,F')—1)4+2=2-7(G, E'). Concluimos assim que v»(G, E') >
2-7(G,E"). Como 1a(G,E") < 2-7(G, E') é trivial, provamos a igualdade (G, ')
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2 - 7(G, E"). Passamos agora a provar que todo conjunto £’ C F possui uma aresta

essencial.

Teorema 4.9 Se F ¢ a colecao de T-cortes de um grafo e E' C F € tal que v(F, E') > 0,

entdo F' contém uma aresta essencial.

Prova: Seja d = {ey,...,ex} um T-corte de G tal que d C E’. Suponha por
absurdo que d nao contém nenhuma aresta essencial. Entao, para cada ¢ de 1 até k
existe uma familia 2-disjunta £; contida em F'\{e;} tal que |L;| = vo( F, E'). Seja L =
(Zf:l L;)+2.d.

Como L' é 2k-disjunta e, por definicao, |L'| = k-vo( F, E')+2, tem-se que vorp(F, E') >

k- vy F, E'). Isto contradiz o lema 4.11, que provaremos adiante. O

Resta-nos provar os lemas 4.10 e 4.11. Comecemos pelo mais simples.
Lema 4.10 Toda familia 2-disjunta mazrima de T-cortes tem cardinalidade par.

Prova: Seja G = (V. F) um grafo e T C V tal que |T| é par. Seja C uma familia 2-
disjunta de T-cortes de GG formada pelos cortes 6(Xo), 6(X1),...,6(X2,). Vamos mostrar
que é possivel acrescentar um novo T-corte a essa familia e manté-la 2-disjunta.

Seja X = @, X..

L. | X NT|éimpar.
|X; N T| é impar para cada 1,0 < i < 2r. Portanto, 3.+~ |X; N T'| também é fmpar.
Mas

9
2r

X NT| = an{v}mm.

i=0 veT i=0
Existe portanto um niimero impar de vértices em 7T para os quais . r- [{v} N X;| é

impar. Por definicao X contém exatamente esses vértices.

2. C+ 6(X) é 2-disjunta.
Ja vimos que §(X' & X”) = §(X') & §(X”)'. Portanto, §(X) = @?LO 6(X;). Logo

8(X) contém exatamente as arestas que estao contidas em apenas um dos cortes da
familia C. Isso mostra que C + 6(X) é 2-disjunta.

O
Provaremos agora que v9p = k - v5. Mostraremos que este resultado decorre do lema

4.12 que afirma que nos grafos bipartidos vy = k- v.

Veja a secao 1.1.



4.3. Os Teoremas de Lovasz e Seymour 40

Lema 4.11 A cardinalidade de uma familia 2k-disjunta mdxima de T-cortes € igual a k

vezes a cardinalidade de uma familia 2-disjunta mdzima de T-cortes, ou seja, vop, = k- v5.

Prova: Pelo lema 4.12 que provaremos em seguida, temos que vx(Bg) = k - v(Bg).
Portanto, ver(G) = vi(Bg) = k- v(Bg) = k - v3(G). Note que o lema 4.8 foi utilizado na
primeira e na ultima igualdade. O

Para concluir a demonstracao do Teorema de Lovasz resta provar que nos grafos bi-

partidos v, = k- v.
Lema 4.12 Se B € um grafo bipartido, entio vy(B) =k - v(B).

Prova: O Teorema 3.16 da secao anterior mostrou que sempre existe uma familia
k-disjunta maxima de T-cortes que pode ser particionada em k familias disjuntas. A
maior familia desta particao tem cardinalidade maior do que ou igual a % e portanto
k-v(B)> vp(B). A outra desigualdade é trivial e portanto o lema esta provado. O

O Teorema de Seymour segue agora como um corolario do Teorema de Lovasz. Dado
um grafo bipartido B, temos que v5(B) = 2 - 7(B). Mas pelo lema acima temos que

vs(B) =2 - v(B) e portanto v(B) = 7(B).

Versao ponderada para os Teoremas de Lovasz e Seymour

Assim como fizemos com o Teorema de Lucchesi-Younger, podemos também formular
versoes ponderadas para os Teoremas de Lovasz e de Seymour. Os comentarios que
fizemos sobre aquela versao também sao validos neste contexto. A versao ponderada para

o Teorema de Lovasz tem o seguinte enunciado:

Teorema 4.13 Seja G = (V, E) um grafo, T C V, tal que |T| € par e ¢ : E — N uma
fun¢ao. Entdo o tamanho de uma familia 2 - c-disjunta de T-cortes de G € igual ao dobro

do valor de uma cobertura de valor minimo dos T-cortes de (5.

Sempre que todos os circuitos do grafo tiverem valor par em relacao a funcao ¢, caso
em que o grafo é dito c-bipartido, a igualdade é valida sem a necessidade de dobrarmos
a capacidade de cada aresta. Isso ocorre pois quando substituimos cada aresta do grafo
por um caminho de tamanho igual a capacidade de cada aresta, obtemos um grafo que é
bipartido.

Grafos para os quais 7 = v

Ja vimos que os grafos bipartidos sao, em certo sentido, especiais com relacao aos
problemas tratados nesta secao. Para eles a igualdade minimax é valida sem que seja

necessario permitirmos que cada aresta seja utilizada duas vezes. Perguntamos: para
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quais grafos esta igualdade é valida? Infelizmente nao se conhece uma boa caracterizacao
para estes grafos.

Sempre que |T| = 2 a igualdade é valida. Neste caso, os T-cortes coincidem com
os cortes que separam os dois vértices de T' e as T-juncoes minimais sao exatamente os
caminhos entre os dois vértices. Como vimos na secao 2.1, o tamanho de um caminho
minimo entre dois vértices é igual ao nimero maximo de cortes disjuntos que os separam.

Uma outra situacao em que a igualdade é valida ocorre quando consideramos os grafos
série-paralelos. Esta classe de grafos é independente da classe dos grafos bipartidos, isto
é, nenhuma delas estd contida na outra. Esta classe é formada pelos grafos que podem
ser obtidos a partir do K, através das seguintes operacoes: acrescentar novas cépias de
arestas ja existentes e subdividir uma aresta através da adicao de um vértice. Temos

entao o seguinte teorema [LLP86]:

Teorema 4.14 (Seymour) Seja G = (V, E) um grafo série-paralelo e T C V', |T| par.
Entao a cardinalidade de uma familia maxima disjunta de T-cortes € igual a cardinalidade

de uma cobertura minima dos T-cortes.

a

P. D. Seymour também provou, em [Sey81], a seguinte caracterizacao para os grafos

nos quais vale a ignaldade 7 = v, que se aplica ao caso em que |T| = 4.

Teorema 4.15 Seja G = (V, E) um grafo e T = {vy,vy,v3,04} C V. Entio 7 = v se
e somente se pelo menos uma das sequintes condig¢oes for valida. Denotaremos por d;; a

distancia entre os vértices v; e v;:

i. dig+dsqg > 7,
. diz+dyy >T s
1t dig +das > T ou

. d12 + d23 + d13 € par.

Antes de demonstrarmos o teorema, temos algumas observacoes a fazer. A primeira
é que dyy + d34 > 7, pois do contrario poderiamos tomar a diferenca simétrica entre dois
caminhos minimos entre v; e vy e entre vs e vy, respectivamente, e obter uma T-juncao
de cardinalidade menor do que 7. A mesma observacao se aplica aos itens ii e iii.

Outra observacao diz respeito a aparente assimetria que o item iv apresenta. O que
ocorre é que sempre que os itens i, ii e iii sao falsos entao a paridade de d;; + d;; + d;; € a
mesma para quaisquer 7,7 e k C {1,2,3,4} distintos. Suponha que dyy+d34 = d13+dyy =
dy4 + daz = 7. Mostraremos que dig + daz + di3 e das + d34 + dy4 tém a mesma paridade.
Como o termo dy3 é comum aos dois somatorios, basta mostrarmos que dya+di3 € d3q+day
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tém a mesma paridade. Dois niimeros tém a mesma paridade se e somente se sua soma é
par. Assim, basta provarmos que dyy + di3 + d34 + day € par. De fato, por hipotese, esta
soma vale 27.

Considere uma familia C disjunta maxima de T-cortes. Cada T-corte de G pode
ser definido como 6(X) para algum X C V tal que |[X NT| = 1. Assim, seja C(v;) a
familia de cortes de C que tém v; como o unico vértice de T' em uma de suas margens.
Seja c(v;) = |C(vi)]. E claro que {C(v;) : 1 < i < 4} é uma particao de C e portanto
Sl c(vi) = |C| = v. Podemos supor que C é laminar. Na verdade, sem perda de

generalidade, podemos supor que para cada v; em T,

C(v) :={6(Adj;i(v)): 0 <i < e(v)}, onde Adj;(v):={u €V :d(v,u) <i}.

Exemplo:

V3o / :
C(vy) C(v)

Dados dois vértices distintos v; e v; de T', a disjuncao de C implica que
C(’UZ') + C(’U]‘) S d”
A demonstracao que segue é a mesma apresentada em [Sey81].

Demonstracao do Teorema 4.15

Para provar a necessidade da condicao, suponhamos que vale a igualdade minimax e
que i, i1 e iii sao todas falsas. Vamos provar a validade de 2v. Assim, vamos supor que
IC| = 7 = dig + d3q = di3 + dag = dys + daz e provar que dyy + daz + di3 é par. De fato,
7 =dyz+dsq > c(v1) + c(vg) + ¢(v3) + c(vy) = |C| = 7. Logo d12 = ¢(v1) + ¢(vy). Podemos
mostrar da mesma maneira que das = ¢(v2) + ¢(vs) e diz = ¢(v1) + ¢(vs). Somando-se
estas igualdades temos que dyz + das + di13 = 2 - (¢(v1) + ¢(v2) + ¢(v3)) que é par.

Passaremos agora a provar a suficiéncia da condi¢ao. Suporemos entao que pelo menos
uma das quatro condicoes é valida e provaremos que v = 7.

Seja C uma familia disjunta maxima de T-cortes laminar.
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Seja o grafo H = (T, Ep), onde Ey := {{v;,v;} : ¢(vi) + c(v;) = dij, 1 # 5}. O grafo
H nao contém vértices isolados, pois se v; for isolado em H entao podemos acrescentar
06(Adje(ny(v:)) a C, uma contradicao.

Vamos considerar inicialmente o caso em que o grafo H tem um par de arestas que
nao se intersectam. Suponhamos, por exemplo, que {vi,v,} € Ex e que {va, vy} € Ey.
Assim, ¢(v1) + ¢(v2) = di2 e ¢(vs3) + ¢(vq) = dz4. Somando-se as duas igualdades temos
que |C| = dy2 + day > 7, 0 que implica a igualdade minimax.

Podemos entao supor que H nao tem um par de arestas que nao se intersectam. Logo
H é isomorfo ao grafo representado abaixo:

4 V3

Sem perda de generalidade, suporemos que v, é o vértice de grau 3 em H.

Vamos considerar agora o caso em que ¢(v4) = 0. Tomando-se a diferenga simétrica dos
trés caminhos minimos em (G de v4 a cada um dos outros trés vértices, temos obviamente
uma T-jungao em G. Assim, diy + daog + dsq > 7. Logo, |C| = c(v1) + ¢(v2) + ¢(v3) =
dyg + dyy + d3q4 > 7, 0 que implica a igualdade.

Podemos entao supor que ¢(vy) > 0. Seja C' := C + §(Adjo(uy(v1)) + 6(Adje(ny)(v2)) —
6(Adje(vy)-1(v4))-

Seja ¢’ a funcao anédloga a ¢ para a familia C’. Portanto,

Como [C'| = |C| 4+ 1, entao C’ nao é uma familia disjunta. Podemos concluir que
d(v1) + (vg) > dia, isto é, c(v1) + ¢(v2) > dia — 1. Mas como {v,v2} ¢ Fp, entao

C(’Ul) + C(’UQ) = d1~2 — 1.
Analogamente podemos provar que

c(v2) + e(vs) = daz — 1
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e que

c(vy) + e(vs) = diz — 1.

Se a condicao 1 for verdadeira, isto é, di3 + ds4 > 7, entao da primeira das trés

igualdades acima temos que
IC| = e(v1) + c(v2) + e(vs) + c(vy) = dia — 1+ day > 7,

o que implica a igualdade minimax.

Analogamente, se a condicao ii ou iii forem verdadeiras entao pode-se mostrar a igual-
dade de forma analoga.

Finalmente, suponhamos que as trés condicoes i, ii e iii sao falsas. Nas observacoes
iniciais notamos que as somas das distancias envolvendo quaisquer trés dos quatro vértices

de T tém a mesma paridade. Somando-se as trés igualdades que obtivemos temos
2(e(v1) + e(ve) + c(vs)) = dig + das + dis — 3,

o que mostra que iv também é falsa, uma contradicao. O

4.4 O Teorema de Edmonds-Giles

Como vimos na secao 4.2, o Teorema de Lucchesi-Younger estabelece uma igualdade mi-
nimax envolvendo as coberturas dos cortes orientados de um digrafo. Alguns anos apos
a descoberta daquela igualdade, J. Edmonds e R. Giles provaram uma outra igualdade
que generaliza a primeira e que envolve as k-coberturas dos cortes orientados, isto é, con-
juntos de arestas que intersectam cada corte orientado em pelo menos k arestas. Abaixo

enunciamos uma primeira versao deste teorema.

Teorema 4.16 (Edmonds-Giles) Seja D = (V, E) um digrafo e um inteiro k > 1
e menor do que ou igual ao tamanho de um corte orientado minimo de D. Fntao, a
cardinalidade de uma k-cobertura minima dos cortes orientados de D € igual ao mdximo,

sobre todas as familias C de cortes orientados, da expressdio:

k-|C| = max{0,#c(e) — 1}.

e€l

Esta expressao é bem menos complexa do que parece. Dada uma familia de cortes
orientados, o seu valor é dado multiplicando o tamanho da familia por k& e subtraindo o
numero de vezes que cada aresta foi usada pela familia menos 1, sempre que esse valor
for positivo. Assim, para arestas usadas 0 ou 1 vezes pela familia, nao subtraimos nada.
Ja uma aresta usada 2 vezes corresponde a um decréscimo de 1, e assim por diante.

Como mostra o exemplo (a) da figura 4.2, nao seria suficiente comparar o tamanho das
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k-coberturas com o valor igual a k vezes o tamanho de uma familia disjunta. Para k = 2,
o valor maximo que conseguimos para 2 vezes o tamanho de uma familia disjunta é 2,
enquanto que uma cobertura minima tem tamanho 3. Porém, ao considerarmos a familia
representada na figura pelas linhas tracejadas que usa uma das arestas duas vezes, obtemos

para a expressao k - [C| — Y .cpmax{0,#c(e) — 1} o valor 2-2 —1 = 3.

O

Figura 4.2: Um digrafo para o qual é necessario que uma familia de cortes orientados utilize uma aresta
mais de uma vez para que a igualdade do Teorema 4.16 aconteca, para k = 2.

O Teorema 4.16 possui uma versao analoga para o caso de digrafos ponderados. Este
resultado serd demonstrado com uma adaptacao da versao ponderada do método da aresta
essencial e utilizara também o Teorema da Particao Balanceada da secao 3.4.

Dado um digrafo D = (V. F), uma fungao ¢ : £ — N e uma familia de cortes

orientados de D, denotaremos por v.(C, D) o valor da expressao

k-|C| — Z max{0, #c(e) — c(e)}

e€l

e por v.(D) denotaremos o maximo valor que a expressao acima atinge.

Note como o valor da expressao do Teorema 4.16 corresponde ao valor de v.(C, D)
quando a funcao ¢ é igual a 1 para todas as arestas. Os valores das duas expressoes sao
realmente analogos. Para calcular o valor de v.(C, D) devemos tomar o valor de k- |C| e
subtrair o nimero de vezes que cada aresta foi utilizada além da sua “capacidade” c(e).
Denotaremos por 7.(D) o valor de uma k-cobertura dos cortes orientados de D cujo valor
é minimo .

Para simplificar a notacao, omitiremos a letra D em v.(C, D). Faremos o mesmo para

v.(D) e 7.(D), que serao representados apenas por v. e 7. respectivamente.

Teorema 4.17 (Edmonds-Giles) Seja um digrafo D = (V, F), uma fun¢io ¢ : E — N
e um inteiro k > 1 menor do que ou igual ao tamanho de um corte orientado minimo de
D. FEntao,

Te = Ve
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Demonstragao da desigualdade trivial

Primeiramente mostraremos a desigualdade trivial 7. > v.. Seja ¢ uma k-cobertura

dos cortes orientados de D. Seja C uma familia de cortes orientados de D. Entao

Bolel <) ldnt] =3 #e(e) =3 cle) + D _[F#e(e) — ee)] <

deC e€t e€t e€t

< c(t) + Y max{0, #e(e) — e(e)} < eft) + 3 max{0, #e(e) — c(e)}

e€t e€l

Logo,

c(t) > k- |C] = > max{0,#c(e) — c(e)}.
e€l

Como a k-cobertura t e a familia C sao arbitrarias, tem-se que a desigualdade vale para
uma, cobertura de valor minimo e para uma familia que maximiza v.. Portanto 7. > v..
O

Nosso objetivo daqui em diante é mostrar a existéncia de uma k-cobertura cujo tama-
nho é igual a v, e portanto minima e que mostra que 7. = v,.

Também utilizaremos o método da aresta essencial, porém devidamente adaptado a
este contexto. Diremos que uma aresta e com custo ¢(e) > 0 é essencial em relacao a D
e a uma funcao ¢: F — N se v.(D) > va(D), onde d(e¢) = ¢(e) — 1 e (') = ¢(€') para
toda aresta €’ # e. Se uma aresta é essencial entao ela é utilizada ¢(e) vezes ou mais por
todas as familias de cortes que maximizam v..

A justificativa para esta definicao de aresta essencial é a seguinte. Seja ¢ : K — N
uma funcao. Suponha que e é uma aresta essencial e que por hipétese de inducao 7. < v
para toda funcao ¢ : F — N tal que /(F) < ¢(F). Seja ¢, : F — N a funcao cujo valor
ce(e) =cle) — 1 e c.(€) = c(€') para toda aresta e’ # e. Pela hipdtese da indugao, existe
uma k-cobertura t. tal que ¢.(t.) < v.,. Mas ¢(t.) < 1+ c.(t.) <14 v., e como e é
essencial, isto é, v.. < v., entao 1 + v., < v.. Logo ¢(t.) < v. e portanto 7. < v, como
queriamos provar. Para base desta inducao, podemos usar o caso em que v, = 0. Nesta
situagao, cada corte orientado (se existir algum) necessariamente possui pelo menos k
arestas com custo 0. Portanto existe uma k-cobertura de custo 0 e a igualdade se verifica.

Resta-nos provar que todo o digrafo D = (V, E) e toda a fun¢ao ¢: ' — N, tal que
v.(D) > 0, possuem uma aresta que é essencial.

Seja Fg = {e € E : ¢(e) = 0}. Supondo que v.(D) > 0, entao existe um corte
orientado d tal que |d N Fy| < k. Vamos mostrar que d contém um aresta essencial.

Seja dsg = d\Fo = {e1,...,¢e,}, onde r = |dsg|. Como |d| > k temos que dsq # 0.
Vamos mostrar que ds contém uma aresta essencial em relacao a D e a funcao ¢. Suponha

por reducao ao absurdo que dsg nao contém nenhuma aresta essencial. Entao, para cada
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1, 1 < i < r, existe uma familia de cortes orientados D; tal que v.,(D;) = v, = v., onde

ci(e;) =cle;) — 1 e ci(e) =cle), se e # e,

Tome a familia

D=>D; +1.d.

=1

Como no Teorema de Lucchesi-Younger, podemos obter uma familia laminar £ tal que
i. |[£|=|D|e
11. #5(6) = #D(6)7 Ve < FE.

Gracas ao Teorema da Particao Balanceada da secao 3.4, sabemos que é possivel
particionar a familia £ em r familias L4, ..., L,, de forma que para todo 7, 1 < < r, é

verdade que

Vamos mostrar que Y./ v.(L;) > iy v.,(D;) e como Y.I_, v..(D;) = r.v., poderemos
concluir que v.(L;) > v. para algum j, 1 < j <r, o que é uma contradicao.

Vamos desenvolver o termo Y.7_; v.(L;):

(1)
> vl Z[k |Lil = max{0, #c,(e)—c(e)}] = k~|£|—izmax{07#ci(e) —c(e)}

=1 ecE i=1 e€cF

Por outro lado, podemos desenvolver o termo Y.7_; v.,(D;) da seguinte maneira:

iyci( ;) Z[k |D;| — ZmaX{O #p,(e) —cie)}] =

e€l

(2)

k(D] =1) Z > max{0,#p,(e) —ci(e)} = k- |D| — (k + Z >_ max{0,#p,(e) — ci(e)}

=1 e€F =1 e€F

Assim, é suficiente provarmos que (1) < (2). O ponto chave para a compreensao
do argumento que vamos desenvolver é que dada uma aresta e duas familias £; e £;, o
Teorema da Particao Balanceada implica que o médulo da diferenca #,,(e) — #,(¢) é
igual a 0 ou a 1.

Particionaremos as arestas do digrafo em dois grupos, um contendo as arestas que
foram usadas acima de sua capacidade por alguma familia £; e o outro contendo o com-
plemento deste conjunto.

Es :={e€ E:#,,(e) > c(e) para algum 2,1 <o <r}

E<:=F\Es
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O valor de (1) restrito as arestas de F< é 0 e portanto é menor do que ou igual ao
valor de (2) restrito a estas mesmas arestas. Portanto, se mostrarmos que (1) < (2) em

relacao as arestas de F-, a desigualdade mais geral fica provada. Assim, mostraremos
que (1) < (2'), onde (1’) e (2') sao definidos assim?,

NS S max{0, #e.(e) — e(e))

e€FEs 1=1

2)k+ > ZmaX{O #p.(e) — ci(e)}

e€FEs 1=1

Note porém que podemos simplificar a expressao (17), ja que o Teorema da Particao
implica que se #,,(¢) > c(e) para algum ¢, entao #,,(e) > ¢(e) para todo j. Assim:

(1= > ZmaX{O #ei(e) —cle)} = Z[#c c(e)] =

e€FEs i=1 e€FEs i=1

= 2 [#o(e) —re(e)] (1)

6€E>

O somatério (17) pode ser dividido em trés parcelas que correspondem ao valor do
somatorio restrito aos conjuntos de arestas Fs\d, FsNdsg e EsNdN Ey, respectivamente.
Vamos analisar cada caso:

i. e € Es\d. Neste caso, #p(e) = Y1 #p,(e) e r.cle)=37_;cie). Assim,

#o(e) = rete) = Yltn (€)= e(e)] < Lo max{0. o, (e) o)}

il. e € K5 Ndsg. Neste caso, pelas definicoes da familia D e das funcoes ¢;’s, temos

que #ple)="_, #p,(e)+1 e Y7 cie) =r.c(e)—1. Dai,

#o(e) = rete) = Yltn (€)= e(e)] < Lo max{0. o, (e) = o)}

iii. Finalmente, se e € ExNdNEy, entao #p(e) = 21, #p,(e)+1 e Yl ci(e) = r.c(e),
donde

() = rele) = 1+ ko, (€) = i(e)] 1+ 3 max{0, #h0,(6) = ).

?E claro que a inversio que faremos aos somatérios nao altera os valores das expressoes.
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Lembre-se que d é um corte tal que |d N Fy| < k. Assim, somando-se as trés desigual-

dades obtidas para todas as arestas de K-, temos:

(1"y < |dn Eo| + Z ZT: max{0, #p,(e) —ci(e)} < k+ Z ZT: max{0, #p,(e) —ci(e)} = (2).

ecF i=1 ecF i=1
O

4.5 As k-coberturas dos T-cortes

Ao longo desta dissertacao mostramos diversas analogias entre os cortes orientados e os
cortes impares. Na secao anterior apresentamos uma igualdade minimax que relaciona
as k-coberturas dos cortes orientados, de forma que é natural indagarmos se existe um
resultado andlogo para as k-coberturas dos T-cortes. Nao temos uma resposta definitiva

para a questao, apresentaremos alguns resultados positivos e outros negativos.

O Problema dos k£ Caminhos Minimos entre Dois Vértices

Podemos analisar as coberturas minimais dos T-cortes ou T-juncoes no caso em que
|T| =2. Se T = {z,y}, as T-junc¢des correspondem aos caminhos que ligam z a y. Uma
T-juncao minima corresponde a um caminho minimo entre esses dois vértices.

As k-coberturas minimas dos {z,y}-cortes correspondem as familias de k& caminhos
aresta-disjuntos entre x e y cuja soma dos comprimentos seja minima. E trivial o fato
de que k caminhos aresta-disjuntos entre x e y sao uma k-cobertura dos {z, y}-cortes do
grafo. Por outro lado, se ¢ é uma k-cobertura dos {z,y}-cortes de (7, entao no subgrafo
H :=(V,1) de GG que contém apenas as arestas de ¢, o menor {z,y}-corte tem cardinali-
dade no minimo k. Pelo Teorema de Menger apresentado no capitulo 2, H contém pelo
menos k caminhos aresta-disjuntos de = a .

O problema dos k caminhos aresta-disjuntos, entre dois vértices, de cardinalidade
minima é a generalizacao mais natural para o classico problema do caminho minimo entre
dois vértices. Dai o interesse da igualdade minimax que mostraremos.

O teorema apresentado abaixo tem um enunciado analogo ao Teorema de Edmonds-
Giles. A sua demonstragao consistira em mostrar que dada uma familia laminar de {z, y}-
cortes de um grafo (5, é possivel orientar as arestas de G de forma que cada corte desta
familia torna-se um corte orientado do digrafo correspondente. Isso implica que pode-
se aplicar o Teorema da Particao Balanceada para que o resultado seja demonstrado da

mesma maneira que o Teorema da secao anterior.

Teorema 4.18 * Seja um grafo G = (V, E), uma fungio ¢ : E — N, dois vértices x e y e

um inteiro k > 1 menor do que ou igual ao tamanho de um {x,y}-corte minimo. Entdo,

3Em [Sch83] ha uma citacio deste Teorema.
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o minimo da soma dos custos de k caminhos disjuntos entre x e y € igual ao mdximo,

sobre todas as familias C de {x,y}-cortes de GG, da expressao:

k-|C] =Y max{0,#c(e) —c(e)}. (4.1)
e€l

Prova: A demonstracao é absolutamente andloga a demonstracao do Teorema de
Edmonds-Giles. A tnica observacao importante a fazer é que apesar de (G nao ser orien-
tado, é possivel particionar de forma balanceada uma familia laminar £ de {z,y}-cortes.
De fato, mostraremos que é possivel orientar as arestas de (G de forma que cada corte

de L corresponde a um corte orientado do digrafo obtido. Para cada corte §(X) em L,
adote como margem o conjunto X C V tal que # € X. Oriente cada aresta do corte para
fora de X. Essa orientacao parcial das arestas de (G é consistente, pois se uma aresta

{u,v} € E deve ser orientada de u para v em relagao a 6(X) e de v para u em relagao a

6(Y), entao
LueXnY e
ii.ve XNY.
Mas pela escolha dos conjuntos X e Y temos:
. r€ XNY e
iv.y€ XNY.

Logo 6(X) e 6(Y) se cruzam, o que é uma contradicao.
Assim, orientando arbitrariamente as demais arestas, obtemos um digrafo em que cada

corte de L é orientado. Portanto é possivel particionar £ de forma balanceada. O

Apesar das demonstracoes deste Teorema e do Teorema de Edmonds serem semelhan-
tes, nao se pode afirmar que este seja um caso particular daquele. Dado um grafo e dois
vértices = e y, nao é possivel orientar as arestas do grafo de forma que os {z,y}-cortes
de G correspondam aos cortes orientados do digrafo e vice-versa. Este é o caso do grafo

representado na figura 4.3.

O Caso |T| =14

Ao substituirmos |T'| = 2 por |T'| < 4 no enunciado do Teorema 4.18, obtemos uma
proposicao que nao é verdadeira. Sabemos que para o grafo Ky com T' = V| nao é
verdade que uma cobertura minima dos 7T-cortes tem a mesma cardinalidade de uma
familia disjunta maxima de T-cortes. Para k = 1, a igualdade do Teorema 4.18 s6 pode
ser verdadeira se existir uma familia disjunta para a qual a igualdade é valida. Com efeito,

ao acrescentarmos um corte a familia, o valor de v, cresce no maximo uma unidade, de
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x
<

Figura 4.3: Um exemplo de grafo para o qual nao é possivel orientar as arestas de forma que os cortes
orientados e os {z, y}-cortes se relacionem um a um.

forma que se a familia utilizar alguma aresta mais de uma vez, o valor permanece igual
ou diminui. A igualdade também nao acontece no caso em que k£ = 2. Portanto o Ky é
um contra-exemplo para a proposicao.

Procurando manter a analogia existente entre o Teorema de Lucchesi-Younger e o
Teorema de Lovasz, podemos enunciar uma outra proposicao que nao tenha o K4 como
contra-exemplo. A idéia é permitir que as arestas sejam utilizadas até duas vezes sem que

nenhuma penalidade seja aplicada. Propomos entao a seguinte conjectura:

Conjectura 4.19 Seja um grafo G = (V, F), uma fun¢io ¢ : E — N, T CV tal que
|T| < 4 e um inteiro k > 1 menor do que ou igual ao tamanho de um T-corte minimo.
Entao, o dobro do valor de uma k-cobertura de valor minimo dos T-cortes de G € igual

ao mdzrimo, sobre todas as familias C de T-cortes de (G, da expressio:

kel —2- Y max{o, [#C@ -2 C@W 1. (4.2)

e€l 2

A desigualdade trivial da expressao acima é valida.

Prova da Desigualdade Trivial

Seja t uma k-cobertura dos T-cortes de um grafo G e C uma familia qualquer de T'-
cortes de (. Mostraremos que o valor da expressao (4.2) para a familia C é menor do que
ou igual ao dobro do valor de t.

B <y ftnd =% > Heynd =3 #ele) =

deC deC e€t ect

= Z 2-cle)+ Z[#c(e) —2-cle)] <2-¢(t)+ ZmaX{O, H#Hele)—2-cle)} =

- - #ele) —2-c(e) N [#C(e) —22 : C(eﬂ 1.0

2

=2-c(t)+2- ZmaX{O,

e€t

}<2-c(t)+2- > max{0,

e€l
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Figura 4.4: Exemplo de grafo para o qual a Conjectura 4.19 é verdadeira.

A figura 4.4 mostra um exemplo para o qual a igualdade da Conjectura 4.19 é valida.
Para £ = 1 ou 2 a igualdade é verdadeira, bastando tomarmos a familia que contém
os 4 T-cortes triviais distintos. Para k£ = 3, a familia de T-cortes representada pelas
linhas tracejadas faz a expressao 4.2 assumir o valor 14. Note que apenas duas arestas
sao utilizadas mais do que duas vezes. Estas arestas correspondem a subtracao de 4 no
valor da expressao. O valor 14 é exatamente o dobro do tamanho da tnica 3-cobertura
do grafo. Temos portanto a igualdade desejada.

A generalizacao da Conjectura 4.19 para conjuntos 7' de tamanho arbitrario é falsa.
O grafo de Petersen, apresentado na figura 4.1, com 7' =V, é um contra-exemplo. Para
k =1 aigualdade é valida. O grafo possui um emparelhamento perfeito e portanto uma
cobertura minima dos T-cortes deste grafo possui cardinalidade igual a 5. A familia de
T-cortes C := Y ¢y 6(v) formada pelos T-cortes triviais é 2-disjunta e o valor da expressao
(4.2) éigual a 10, o que mostra a igualdade. Entretanto, para k = 2 a igualdade nao ocorre.
E sabido que o grafo de Petersen nao possui dois emparelhamentos perfeitos disjuntos,
portanto uma 2-cobertura minima dos seus T-cortes tem cardinalidade no minimo 11. Por
outro lado, a expressao 4.2 nao atinge o valor 22. Observe primeiramente que qualquer
familia de T-cortes para a qual o valor da expressao (4.2) seja maior do que ou igual a 22
devera possuir pelo menos 11 cortes. Além disso, como cada corte do grafo de Petersen
possui pelo menos trés arestas, temos que Y. .. #c(e) > 3 - |C|. Utilizaremos também o
fato de que max{0,a} + max{0,b} > max{0,a + b}. Temos entao que:

2./C] — 2> max{0, ’V#C(e)

e€l

_Q'C(ﬂ y =20 = 3 max{0,2- [#C@_

2 ecl) 2

'Z-C(e)-‘} <

< 21| - max{0, "2 [#C@ — cﬂ} < 2.1¢] - max{0, 3" (#e(e) — 2)} <

ecl e€l

< 2.|C| — max{0,3.|C| — 2.|F|} = 2.|C| — max{0,3.|C| — 30}.

Se |C| for maior do que ou igual a 10 entao o valor da expressao acima é 30 — |C],

donde concluimos que seu valor é menor do que ou igual a 20.



4.6. C(ircuitos Orientados e Clircuitos fmpares em Grafos Planares 53

Consideramos como um problema em aberto o estabelecimento de uma igualdade

minimax analoga a apresentada acima para o caso em que T' tem tamanho arbitrario.

4.6 Circuitos Orientados e Circuitos fmpares em

Grafos Planares

Nesta secao abordaremos algumas igualdades minimax para problemas que envolvem
familias disjuntas de circuitos impares e orientados em grafos planares.

Usaremos nesta secao diversos conceitos sobre grafos planares mas nao nos preocupare-
mos em estender o texto com defini¢coes e demonstragoes sobre o assunto. Caso necessario,
recomendamos ao leitor que consulte livros texto sobre Teoria dos Grafos como C. Berge

[Ber73] e J. A. Bondy e U. S. R. Murty [BM76].

Consideramos ao longo desta secao que os circuitos sao conjuntos de arestas.

Duais de Grafos Planares

Um grafo pode ser representado no plano R? associando-se cada vértice a um ponto
do R? e cada aresta a uma curva com inicio e fim nos pontos que representam os vértices
que compoe a aresta. Se esta representacao é tal que cada curva so intersecta outra curva
nos pontos que representam vértices em comum entre as arestas correspondentes entao
diremos que a representacao é uma representacao planar.

Dizemos que um grafo é planar se ele possui uma representacao planar que o representa.
Uma representacao planar divide o plano em regioes que denominamos de faces. Dada
uma representacao planar de um grafo planar G, o seu grafo dual GG, é o grafo que contém
um vértice correspondendo a cada face da representacao de G e dois vértices estao ligados
por uma aresta se as faces que correspondem a eles possuirem uma aresta em comum nos
circuitos que as delimitam. Todo grafo dual de um grafo planar também é planar. A
figura 4.5 mostra a representacao de um grafo planar e o seu dual.

As arestas de G e de (G, se correspondem uma a uma. Seja ¢ : £ — FE, a funcao
bijetora que associa as arestas de GG as de (G.. Dado um conjunto ¢ C F, definimos
o(c) :=={ex € FEi: ¢(e) = e. para algum e € c}.

Pode-se mostrar que se ¢ C F sao as arestas de um circuito de G entao ¢(c) é um
corte minimal de GG,. Também é verdade que se d C F, é um corte minimal de G, entao
¢~(d) é um circuito de G. Além disso, um conjunto ¢ C F é uma cobertura de todos os
circuitos de (& se e somente se ¢(1) é uma cobertura de todos os cortes de (...

Podemos utilizar as mesmas idéias que levaram a descoberta do conceito de T-cortes
e definir os T-circuitos em grafos planares. Dada uma representacao planar de um grafo,
selecionamos um conjunto de faces T' de cardinalidade par e definimos que um circuito

do grafo é um T'-circuito se o nimero de faces de T' que ele delimita na representacao
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Figura 4.5: Uma representacao planar e o seu dual.

planar for impar. Se escolhermos para T as faces delimitadas por circuitos impares, os
T-circuitos serao exatamente os circuitos impares do grafo.

Pode-se mostrar que um conjunto de arestas ¢ C E é um T-circuito de GG se e somente se
¢(c) é um T.-corte minimal de G, onde T é o conjunto de vértices de (G, que corresponde

ao conjunto de faces T'. Temos entao que:

Lema 4.20 Um conjunto t C FE € uma cobertura dos T'-circuitos de GG se e somente se
o(t) € uma cobertura de todos os T.-cortes de G.. O

Note que para todo t. C F,. existe um ¢t C F tal que t. = ¢(t) de forma que o lema
acima implica que as coberturas de T-circuitos de & estao em correspondéncia biunivoca
com as coberturas dos T,-cortes de GG,.

No caso dos digrafos planares, podemos estabelecer uma relacao entre os circuitos
orientados e os cortes orientados do digrafo dual, que passamos a definir agora. Dada
uma representagao planar de um digrafo D = (V| F), definimos seu dual D, = (Vi, E.)

da seguinte maneira:

i. o grafo subjacente a D, é o grafo dual da representacao planar do digrafo D, visto

como um grafo;

ii. dada uma aresta e, := {u,v} € F, e supondo que u corresponde a uma face limitada,
definimos a orientacao da aresta e, de u para v se ¢~ '(e,) tiver orientacao no sentido
horario em relacao a face que corresponde a u; do contrario orientamos e, de v para
u.

Pode-se provar o seguinte lema:

Lema 4.21 Um conjunto de arestast C E € uma cobertura dos circuitos orientados de

D se e somente se ¢(t) € uma cobertura dos cortes orientados de D.. O
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Figura 4.6: Um mapa planar de um digrafo e o seu dual.

A partir do que foi discutido acima, passaremos a apresentar as implicacoes dos teore-
mas apresentados nas secoes 4.2, 4.3 e 4.4 para as relacoes minimax que envolvem circuitos

em grafos planares e suas coberturas.

Igualdades Minimax para Circuitos em Grafos Planares

O Teorema de Lucchesi-Younger tem como corolario a seguinte igualdade minimax:

Teorema 4.22 FEm um digrafo planar, a cardinalidade de uwma familia disjunta maxima
de circuitos orientados € igual a cardinalidade de uma cobertura minima dos circuitos
orientados do digrafo. O

Por sua vez, o Teorema de Edmonds-Giles implica o seguinte teorema:

Teorema 4.23 Em um digrafo planar, uma k-cobertura minima dos circuitos orientados

€ igual ao mdzximo, sobre todas as familias C de circuitos orientados, da expressao:

k-|C] — > max{0,#c(e) — 1}.

e€l

Seja um grafo planar e uma representacao planar deste grafo cujas faces sao repre-
sentadas pelo conjunto F. Seja T" C F' um conjunto de faces cuja cardinalidade é par.

Assim, o Teorema de Lovasz implica a seguinte igualdade:

Teorema 4.24 A cardinalidade de uma familia 2-disjunta mazrima de T-circuitos € igual

ao dobro da cardinalidade de uma cobertura minima de todos os T-circuitos. O
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E um fato conhecido que se todos os vértices de um grafo planar tém seus graus pares,
caso em que o grafo é chamado euleriano, entao seus grafos duais sao bipartidos. Dai, o
Teorema de Seymour implica a seguinte igualdade minimax:

Teorema 4.25 Se o grafo planar for euleriano entio a cardinalidade de uma familia
disjunta mdxima de T-circuitos € igual a cardinalidade de uma cobertura minima dos
T-circuitos. O



Capitulo 5

Problemas Duais

No capitulo 2 mostramos um exemplo de igualdades minimax duais. Neste capitulo
exploraremos o conceito de dualidade para os problemas abordados no capitulo anterior.

Ao enunciarmos os duais dos Teoremas de Lucchesi-Younger e de Lovasz obtemos con-
jecturas bastante interessantes. O dual do Teorema de Lovasz deve comparar a cardinali-
dade de uma familia 2-disjunta maxima de T-juncoes ao dobro do tamanho dos T-cortes
minimos. Entretanto, mostraremos que essa igualdade nao é verdadeira. Seymour em
[SeyT9] provou que se todos os vértices do grafo tém grau par, entao a igualdade enunci-
ada segue como conseqiiéncia da generalizacao de uma famosa conjectura de Fulkerson.
Estenderemos este resultado provando que se todos os T-cortes tém a mesma paridade,
entao a conjectura de Fulkerson é equivalente a igunaldade minimax para T-cortes. Este
caso inclui o resultado de Seymour e também o caso dos cortes impares.

No caso do dual do Teorema de Lucchesi-Younger, se restringirmos o resultado aos gra-
fos fonte-sorvedouro conexos, obtemos um teorema que por si s6 parece ser um resultado
bastante forte que foi provado por P. Feofiloff e D. H. Younger [FY87] e independen-
temente por A. Schrijver [Sch82]. O caso geral permanece como conjectura, apesar do
exemplo descoberto por Schrijver [Sch80], que mostra que uma 2-cobertura dos cortes

orientados nem sempre contém duas coberturas disjuntas.

5.1 Duais para o Teorema de Lovasz

Na secao 2.1 apresentamos o Teorema de Menger. Ele afirma que o nimero de caminhos
aresta-disjuntos entre dois vértices é igual ao tamanho de um corte minimo que separa
os dois vértices. Podemos enunciar esta igualdade em termos de T-juncoes e T-cortes.
J& vimos que quando |T| = 2, os T-cortes sao exatamente os cortes que separam os dois
vértices e que as T-juncoes minimais sao caminhos que ligam estes vértices. Assim, o
Teorema de Menger afirma que quando |T'| = 2 entao existe um nimero de T-juncées

disjuntas que é igual ao tamanho de um T-corte minimo. Veremos que essa igualdade nao

57
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ocorre no caso geral.

Ao longo desta secao assumiremos que G = (V, ) é um grafo e que T'C V possui um
numero par de vértices em cada componente conexo de G.

Abaixo mostramos um exemplo com |T'| = 4 para o qual a igualdade nao ocorre.
Os T-cortes minimos deste grafo tém tamanho 2, porém nao existem duas T-juncoes
disjuntas. Isso pode ser facilmente verificado. Note primeiro que o grafo nao possui
nenhuma T-juncao de tamanho 2. Assim, duas T-juncoes disjuntas deveriam ter pelo
menos 6 arestas, ou seja, todas as arestas do grafo seriam utilizadas. Além disso, cada
T-juncao deve ter um numero par de arestas adjacentes ao vértice que nao pertence a T

(vértice branco), mas o seu grau é 3 e portanto isso é impossivel.

Figura 5.1: Grafo cujo T-corte minimo tem tamanho 2 e que nao possui duas T-jungoes disjuntas.

Passaremos agora a explicar a relacao entre estas igualdades e a Conjectura de Fulker-
son. Um grafo é dito r-regular se todos os seus vértices possuirem grau r. Diremos que
um grafo é um r-grafo se ele for r-regular e nao possuir nenhum V-corte menor do que r.
Observe que por esta definicao, se r > 0 entao o grafo necessariamente tem um nimero
par de vértices, pois do contrario o corte §(V') seria um corte impar de cardinalidade 0.

Fulkerson enunciou a seguinte conjectura:
Conjectura 5.1 (Fulkerson) Todo 3-grafo possui 6 emparelhamentos perfeitos 2-disjuntos.

E sabido que todo 3-grafo possui um emparelhamento perfeito. Este fato pode ser
provado facilmente se utilizarmos o seguinte resultado de Tutte que caracteriza os gra-
fos que possuem algum emparelhamento perfeito. Denotaremos por o(G) o nimero de

componentes conexos de (¢ que possuem um numero impar de vértices.

Teorema 5.2 (Tutte) Um grafo G = (V, E) possui um emparelhamento perfeito se e
somente se o(G — S) < |S| para todo S C V.

O

A necessidade desta condicao é trivial, pois um emparelhamento perfeito deve empa-
relhar pelo menos um vértice de cada componente impar de G — S com um vértice de
S. Uma demonstracao completa deste teorema pode ser encontrada em [BM76]. Deste

teorema podemos obter o seguinte resultado bem conhecido:
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Lema 5.3 Todo r-grafo, r > 0, possui um emparelhamento perfeito.

O
O menor 3-grafo que nao possui 3 emparelhamentos perfeitos disjuntos é o grafo de
Petersen apresentado anteriormente na secao 4.3.

Seymour [Sey79] generalizou a Conjectura de Fulkerson da seguinte maneira:
Conjectura 5.4 (Seymour) Todo r-grafo possui 2r emparelhamentos perfeitos 2-disjuntos.
Seymour também provou que a Conjectura 5.4 implica na seguinte proposicao:

Conjectura 5.5 Se todos os vértices de G tém grau par entdo o tamanho de uma familia

2-disjunta mdzrima de T-juncoes € igual ao dobro do tamanho de um T-corte minimo.

Se tomarmos um grafo qualquer e para cada aresta acrescentarmos uma outra aresta
formada pelos mesmos dois vértices, o grau de cada vértice se torna par. Dai a implicacao
descrita acima prova que para qualquer grafo, a Conjectura 5.4 implica na seguinte pro-

posicao:

Conjectura 5.6 O tamanho de uma familia 4-disjunta mdzima de T-juncoes € igual ao

quddruplo do tamanho de um T -corte minimo.
Vamos agora considerar a seguinte conjectura:

Conjectura 5.7 (Cohen,Lucchesi) Se todos os T-cortes de G tém a mesma paridade
entio o tamanho de uma familia 2-disjunta maxrima de T-juncoes € igual ao dobro do

tamanho de um T -corte minimo.

Provaremos abaixo que a Conjectura 5.7 é equivalente a Conjectura 5.4. Este caso
inclui o resultado de Seymour e também o caso das coberturas dos cortes impares. Na
verdade, quando todos os T-cortes tém a mesma paridade entao apenas estes dois casos
sao possiveis: ou todos os vértices tém grau par ou T é formado pelos vértices de grau

impar do grafo. No segundo caso, a igualdade minimax tem o seguinte enunciado:

Conjectura 5.8 O tamanho de uma familia 2-disjunta maxima de coberturas dos cortes

impares € igual ao dobro da cardinalidade de um corte impar minimo.

Na demonstracao que segue utilizaremos uma operacao sobre o grafo que chamare-
mos de redug¢ido. Dados um vértice v € V e duas arestas {x,v} e {y,v} adjacentes
a v, a operacao de redugdo consiste em obtermos o grafo ' = (V. F’), onde E' =

E\{{z,v},{y,v}} U {z,y}. A figura 5.2 ilustra a operacao de reducao. Observe que
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Figura 5.2: Operacao de reducao no vértice v e nas arestas e e €’.

para todo X C V., [éc(X)| = |6c(X)| ou |6¢/(X)| = [6c(X)| — 2, portanto, todos os T-
cortes de G tém a mesma paridade se e somente se todos os T-cortes de G' tém a mesma
paridade.

A idéia da demonstracao é aplicar sucessivamente a operacao de reducao até que o
grafo obtido seja um r-grafo, sendo r o tamanho dos T-cortes minimos do grafo original.
O ponto crucial da prova é mostrar que é possivel aplicar a operacao de reducao sem

diminuir o tamanho dos 7T-cortes minimos.
Teorema 5.9 A Conjectura 5.7 € equivalente a Conjectura 5.4.

Prova: Vamos provar inicialmente que a Conjectura 5.7 implica a Conjectura 5.4.
Se (G é um r-grafo, entao todos os V-cortes de (G tém a mesma paridade. Supondo que
a Conjectura 5.7 é verdadeira, entao G possui 2r V-juncoes 2-disjuntas. Cada V-juncao
deve ter pelo menos uma aresta adjacente a cada vértice. Mas o grau de qualquer vértice
é r e portanto cada V-juncao tem exatamente uma aresta adjacente a cada vértice. Em
outras palavras, cada V-juncao é um emparelhamento perfeito.

Agora provaremos a reciproca. Seja G um grafo qualquer e r o tamanho de um 7T-corte
minimo de G. Se G é um r-grafo e V =T entao a Conjectura 5.4 implica que GG possui 2r
emparelhamentos perfeitos 2-disjuntos, que sao T-juncoes. Podemos assumir entao que
(G nao é um r-grafo ou V # T. Assumiremos como hipétese de inducao que o resultado é
valido para todo grafo com menos arestas que G.

Podemos supor que r > 2, pois os casos r = 0 e r = 1 sao triviais. Também podemos
supor que para todo v € V, |6(v)| > 2. Se |6(v)| < 1 entdao v ¢ T' e podemos considerar o
grafo G — v no lugar do grafo G.

Como GG nao é um r-grafo ou V # T entao existe um vértice v € V tal que v ¢ T ou
veTel|o(v)>r+2. Seja z C §(v) um conjunto maximal de arestas com a propriedade
de que existe um T-corte minimo que o contém.

Se z = () entao tome quaisquer duas arestas {z,v} e {y,v} de §(v). Aplique a operacao

de reducao sobre estas arestas. Obtemos assim o grafo /. O tamanho de um T-corte
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minimo de G’ também é r pois, por hipdtese, todos os T-cortes de G que contém as arestas
em questao tém tamanho maior do que ou igual a r + 2. Pela hipotese de inducao, G’
contém 2r T-juncoes 2-disjuntas. Estas 2r T-junc¢ées de G’ correspondem a 2r T-juncoes
de GG desde que para cada T-juncao t que contenha a aresta {z,y} tomemos em seu lugar
a T-juncéo (1\{{z,y}}) U {{z,v},{y,v}}. E claro que todo corte coberto por {z,y} é
coberto ou por {z,v} ou por {y,v}.

Suponha agora que z # (). Vamos provar que existem duas arestas de §(v) para as
quais a operacao de reducao nao diminui o tamanho dos T-cortes minimos. Desta forma
é possivel aplicar a hipotese de inducao da mesma forma que fizemos no caso anterior.

Proposigao: Nem toda aresta de §(v) esta em z, isto é, §(v)\z # 0.

Por absurdo, suponha que §(v) C z. Seja 6(X), v € X C V , um T-corte minimo
que inclui 6(v). Se v ¢ T entao §(X)\6(v) = 6(X\{v}). Portanto 6(X\{v}) é um T-
corte menor do que §(X), contradicao. Se v € T entao, por hipdtese, [6(v)| > r. Logo
[6(X)| > [6(v)| > r, contradicao.

Proposigao: Sejae € z e ¢ € §(v)\z. A operagao de redugao utilizando as arestas
e e ¢ nao diminui o tamanho dos T-cortes minimos.

Mostraremos que nenhum 7T-corte minimo contém estas duas arestas, e como assu-
mimos que todos os cortes tém a mesma paridade, o tamanho dos T-cortes minimos é
preservado apds a reducao.

Seja 6(X), X C V, um T-corte minimo tal que v € X e z C §(X). Suponha por
reducao ao absurdo que existe um T-corte minimo 6(Y), v € Y C V, tal que e, ¢’ € §(Y).

Como z é maximal, existe uma aresta ¢” € §(X) tal que €’ ¢ 6(Y'). Veja a figura abaixo:

o

Vemos assim que X e Y se cruzam. Sabemos portanto que TN(XNY)eTN(XUY)
sao impares ou TN(XNY) e TN(XUY) sao impares. Se TN(XNY) for impar entao, pela
propriedade de submodularidade, sabemos que (X NY') é um T-corte minimo. Assim,
como z U {e'} C6(X NY), znao era maximal, contradigao.

Suponha entao que XNY é impar. Neste caso temos que |[§(X)[+]6(Y)| > [§(X N Y)|+
|6(XUY)|, poise ¢ §(XNY)eed¢d §(XUY). Porém isso contradiz a minimalidade dos
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T-cortes 6(X) e 6(Y).
Provamos assim que as arestas e e ¢’ nao pertencem a nenhum 7-corte minimo. Po-
demos assim reduzir o grafo a partir destas arestas. O

Poderiamos pensar na seguinte relaxacao das Conjecturas 5.4 e 5.7, que nao é valida:

Conjectura 5.10 O tamanho de uma familia 2-disjunta mdzxima de T-juncoes € igual

ao dobro do tamanho de um T-corte minimo.

Proposigao 5.11 (Seymour [Sey79]) O grafo G da figura 5.3 € um contra-exemplo da
Conjectura 5.10.

Prova: O grafo G é obtido a partir do grafo ' da figura 5.3 subdividindo-se cada uma
de suas arestas por um vértice. Por sua vez, o grafo G’ é obtido a partir do grafo de

Petersen substituindo-se um dos vértices pelo K.

G G
Figura 5.3: Contra-exemplo para a Conjectura 5.10.

O grafo de Petersen, 3-regular, tem 10 vértices e 15 arestas. O grafo G/ tem portanto
12 vértices e 18 arestas. Assim, o grafo G tem 30 vértices e 36 arestas. Em particular,
(G tem um numero par de vértices. Facamos T' = V. Os T-cortes minimos de G tém
tamanho 2. Vamos mostrar que o grafo (G nao possui uma familia 2-disjunta de T-juncoes
de tamanho 4. Suponha que F é uma familia 2-disjunta formada pelas T-juncoes ty,t5, 13
e ty. Como cada aresta de (G é adjacente a algum vértice de grau 2 entao cada aresta de

(7 é usada duas vezes por F. Sejam

cr =t Dy

Cy =t D i3;
C3 1= tl (%) t4.
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Cada vértice de G tem um nimero par de arestas incidentes em cada ¢; (1 <@ < 3),
assim, cada ¢; ¢ uma uniao de circuitos aresta-disjuntos de G. Cada aresta de G pertence
a exatamente 2 destes conjuntos. Podemos estabelecer uma associacao natural entre cada
conjunto de arestas ¢; de G e um conjunto ¢ de arestas de G'. Para cada 7, ¢, também
é uma uniao de circuitos aresta-disjuntos de G’. Assim, como cada vértice de G’ tem
grau 3, o complemento de ¢ é um emparelhamento perfeito de G'. Mas cada aresta
pertence a dois conjuntos dentre ¢}, ¢, e ¢4 e portanto cada aresta pertence a apenas um
dos complementos. Logo ¢}, c, e ¢, sao trés emparelhamentos perfeitos e disjuntos de G'.
Entretanto, é facil ver que se o grafo GG’ possui trés emparelhamentos perfeitos disjuntos

entao o grafo de Petersen tambhém os possui. Chegamos assim a uma contradicao’.

O caso [T <8

Ja vimos que a generalizacao da Conjectura de Fulkerson implica que sempre que todos
os T-cortes tém a mesma cardinalidade entao o grafo possui 2r T-juncoes 2-disjuntas,
onde r é o tamanho de um T-corte minimo. A demonstracao que apresentamos consiste

na reducao do grafo a r-grafos. Com isso em vista, provaremos agora o seguinte resultado:

Teorema 5.12 Se |T'| < 8 e todos os T-cortes de G tém a mesma paridade, entio G
possui uma familia disjunta de T-juncoes cujo tamanho € igual ao tamanho de um T'-
corte minimo.

Prova: Usando o mesmo método utilizado na demonstracao do Teorema 5.9, podemos
reduzir o grafo G a um r-grafo G/ = (V. F’') com V' = T e tal que se G’ possui r
V'-juncoes disjuntas entao G possui r T-juncoes disjuntas. Provaremos abaixo que todo
r-grafo cujo nimero de vértices é menor do que ou igual a 8 possui r emparelhamentos
perfeitos disjuntos. Este resultado completa esta demonstracao pois os emparelhamentos

perfeitos sao V'-juncées de GG'. O

Lema 5.13 Seja G = (V, E) um r-grafo tal que |V| < 8. Entdo G possui r emparelha-
mentos perfeitos disjuntos.

Se |V] = 2 ou r = 0 entao o resultado é trivial. Suponha entao que |V| > 4 e que
r > 0. Por hipdtese de inducao, assumiremos que o resultado é valido para todo r’-grafo

G'= (V' F') tal que |[V'|=|V]|er <rou|V|<|V|]

caso i. (¢ possui um V-corte nao trivial de cardinalidade r.

Seja um V-corte nao trivial 6(X), X C V tal que |6(X)| = r. Tome os grafos
Gh = (Vi, Ey) e Gy = (Va, E3) obtidos pela contracao de X e V\ X, respectivamente,

!Esta demonstracao é semelhante & apresentada em [Sey79]
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a um unico vértice. Os grafos (G4 e (G5 sao r-grafos e ambos possuem um numero
menor de vértices do que (. Pela hipdtese de inducao, existem familias disjuntas
Fi e Fy de emparelhamentos perfeitos de (7 e de (55, respectivamente. Cada um
destes emparelhamentos intersectam 6(X) em apenas uma aresta. Assim, podemos
“mesclar” as duas familias, tomando-se a familia F = {t; Uty : 1 € Fi,ty € F
et Nty # 0}. E facil verificar que F é formada por r emparelhamentos perfeitos
disjuntos de G.

caso ii. Todo V-corte nao trivial de G possui cardinalidade maior do que r.

Pelo lema 5.3 sabemos que & possui um emparelhamento perfeito ¢ C F. Afirmamos
que G' = (V, E\t) é um (r — 1)-grafo. Seja 6(X), X € V um V-corte de G'. Se
8(X) é trivial entdo obviamente [6c/(X)| = r — 1. Se 6(X) nao é trivial, entao
|6c(X)| > r+ 2. Como |V| < 8, |X| =3 ou |X| = 3. Portanto, |é(X) Nt < 3.
Logo [6c(X)\t| > r — 1. Logo G' é um (r — 1)-grafo e pela hipdtese de indugao
sabemos que ' possui uma familia de r — 1 emparelhamentos perfeitos disjuntos.

Podemos acrescentar ¢t a esta familia e obter os r emparelhamentos procurados. O

O exemplo abaixo mostra que o caso 1 da demonstracao é necessario, isto é, a retirada
de um emparelhamento perfeito s6 garante que o grafo obtido seja um r — 1 grafo se nao

existirem V-cortes de tamanho r.

Se relaxarmos qualquer uma das hipoteses feitas no enunciado do Teorema 5.12, a
afirmacao deixa de ser védlida. Assim, se permitirmos |V| = 10, temos o grafo de Petersen
como contra-exemplo. Se nao exigirmos que todos os T-cortes tenham a mesma pari-
dade, entao, embora o resultado permaneca valido para |T| = 2, o exemplo da figura 5.1

apresentado anteriormente mostra que para |T'| = 4 a ignaldade nem sempre ocorre.

5.2 Duais para o Teorema de Lucchesi-Younger

Ao enunciarmos a igualdade minimax dual ao Teorema de Lucchesi-Younger, obtemos a

seguinte conjectura:

Conjectura 5.14 O tamanho de uma familia disjunta mdxima de coberturas dos cortes

orientados de um digrafo € igual ao tamanho de um corte orientado minimo.



5.2, Duais para o Teorema de Lucchesi-Younger 65

Em [EGT7T7], Edmonds e Giles conjecturam que toda k-cobertura dos cortes orientados
conteriam k coberturas disjuntas. FEntretanto, Schrijver apresenta em nota intitulada “A
Counterexample to a Conjecture of Edmonds and Giles” [Sch80] o seguinte digrafo:

Seja t o conjunto de arestas em destaque do grafo da figura 5.2. E fécil verificar que:
i. t cobre os cortes orientados de G e
ii. para toda aresta e € ¢, t\e cobre todos os cortes orientados.

Portanto ¢ é uma 2-cobertura dos cortes orientados. Suponha que estas arestas foram
particionadas em duas coberturas #; e t5. As arestas que ligam o hexagono menor ao
maior formam um corte orientado, de forma que uma das coberturas deve conter uma
aresta dentre x,y e z enquanto que a outra contém as duas restantes. Suponha que = € #;
e y,z € ty. Para cobrir o corte 6(v1), t1 deve conter a aresta a e para cobrir o corte §(vz)
ele deve conter a aresta b. Mas assim t; nao cobre o corte d, o que é uma contradicao.

No caso dos T-cortes, se uma igualdade minimax analoga a Conjectura 5.14 fosse
verdadeira, entao qualquer k-cobertura dos T-cortes conteria k coberturas disjuntas. A
igualdade minimax poderia ser aplicada ao grafo formado pelas arestas da k-cobertura.
No caso dos cortes orientados a situacao nao é a mesma. A retirada de arestas do digrafo
pode aumentar o niumero de cortes orientados. Assim, o contra-exemplo apresentado nao
implica necessariamente que a Conjectura 5.14 seja falsa. Apesar disso, nao é descabido
interpreta-lo como um indicio de que a Conjectura 5.14 nao seja verdadeira.

Certamente ao considerarmos a restricao da Conjectura 5.14 a certas classes de digrafos,
obtemos igualdades validas. A classe mais significativa para a qual esta igualdade foi

provada é a classe dos digrafos fonte-sorvedouro conexros®*. Esta classe é formada pelos

?Daqui em diante diremos simplesmente f-s-conexos.
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digrafos nos quais cada fonte é conectada por um caminho orientado a cada sorvedouro.
Esta igualdade foi provada independentemente por A. Schrijver em [Sch82] e por P. Fe-
ofiloff e D. H. Younger em [FY8T7]. Abaixo apresentaremos uma demonstragao resumida
desta igualdade utilizando um resultado sobre bi-coberturas cuja demonstracao pode ser
encontrada em [FY87].

Faremos primeiramente algumas defini¢coes. Se d é um corte orientado entao F~d :=
{(u,v) € E: {u,v}NV~d# 0} e E*d é definido analogamente. Seja um digrafo conexo

D = (V,F) e C o conjunto de todos os cortes orientados de D. Definimos assim:
Ct:={deC:E-dnE-d #0,paratodo d € C}e

C:={deC:E*dn Etd # 0, para todo d' € C'}.

Exemplo:

Figura 5.4: Cortes de um digrafo f-s-conexo associados aos conjuntos C* ou €'~ a qual pertencem.

Os grafos f-s-conexos podem ser caracterizados em funcao dos conjuntos C't e C'~.

Um grafo é f-s-conexo se e somente se todos os seus cortes orientados estao em C'T ou em
C.

Dado um conjunto ¢t C E, definimos os seguintes conjuntos:
tt ={e€t:e€d(v), para alguma fonte v € V} e
t—={e€t:e € d(v), para algum sorvedouro v € V}.

Dizemos que t C F é uma bi-cobertura dos cortes orientados se t* é uma cobertura
de C*t e t= é uma cobertura de C~. Se 1t for uma k-cobertura de C'* e ¢t~ for uma

k-cobertura de €'~ entao dizemos que ¢ é uma k-bi-cobertura.
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No caso dos grafos f-s-conexos, é claro que toda bi-cobertura é uma cobertura dos
cortes orientados. Qutro fato importante que utilizaremos adiante é que d € C'T se e
somente se V*d nao contém nenhum sorvedouro. Analogamente, d € C'~ se e somente se

V~=d nao contém nenhuma fonte. Pode-se provar o seguinte teorema [FY87]:

Teorema 5.15 (Feofiloff-Younger) Toda k-bi-cobertura contém k bi-coberturas disjun-
tas. O

Utilizando o Teorema 5.15, mostramos abaixo que nos grafos f-s-conexos toda k-

cobertura dos cortes orientados contém £ coberturas disjuntas.

Teorema 5.16 (Feofiloff-Younger,Schrijver) Em um digrafo f-s-conezo, se t C F ¢

uma k-cobertura dos cortes orientados entdo t contém k coberturas disjuntas.

Prova®: Sem perda de generalidade, podemos supor que o digrafo é aciclico e conexo.
Além disso, se existe um caminho orientado entre os vértices u e v entao podemos supor
que a aresta (u,v) pertence ao digrafo, adicionando se necessario (u,v) a F, mas nao a t.

Vamos supor por hipotese de inducao que o teorema é verdadeiro para toda k-cobertura
t' C F tal que |[t'| < |t| e para todo digrafo D' = (V', E') tal que |V’| < |V].

caso i. Existe um corte orientado nao trivial d tal que |d Nt| = k.

Seja Dy = (Vi, Ey) e Dy = (Va, F3) obtidos pela contragao de V*d e V~d, respecti-
vamente, a um tnico vértice. Seja t; =t N E~d e ty =t N E*d. Os conjuntos #; e
t5 sao k-coberturas de Dy e D,, respectivamente. Pela hipotese de inducao, o con-
junto t; contém k coberturas disjuntas de D;. Seja F; a familia disjunta composta
por estas k coberturas. Analogamente, podemos determinar a familia F, contendo
k coberturas disjuntas de Djy. Seja a familia F := {t; Uty : t; € Fi,ly € Fr e
Nty # 0}

Vamos mostrar que cada elemento de F é uma cobertura dos cortes orientados

de D. Seja ¢ € F e d um corte orientado de D. Se d’ nao cruza d entao evi-

dentemente ¢ cobre d’. Supondo entao que os cortes se cruzam, sabemos que
S(VHdNV*d) e §(VTdUV*d') sao cortes orientados. Além disso, 6.(VTdUV*d') >
1, 6.(VtdnV*td) >1e|dNt| =1. Por modularidade, lema 3.10, sabemos que

15. (VTN V)| + |8 (VTdUVTd)| = |dne| + |d' N .

Portanto |d' Ne| > 1.

3Esta demonstracio é semelhante & apresentada em [FY87]
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caso ii. Podemos supor que para todo corte orientado d nao trivial, temos que |dNt| > k.
Isso implicaque se e € t entao e € 1+ ou e € 7, pois do contrério ¢\ {e} seria também
uma k-cobertura e o resultado seria provado por inducao. Assim, toda aresta de t

incide numa fonte ou num sorvedouro.

Se t é uma k-bi-cobertura de D, entao pelo Teorema 5.15 sabemos que ¢ pode ser

particionado em k bi-coberturas e isso prova o teorema.

Suponha entao que ¢t nao é uma k-bi-cobertura. Sem perda de generalidade vamos
supor que existe um corte d € Ct tal que |[d N¢T| < k. Suporemos ainda que d é

tal que V*d seja minimal.

Como |dNtt| < k, entao existe uma aresta e := (u,v) € dNt~. Assim u nao é fonte

e v é sorvedouro.

Seja d' € C* tal que V*d' C V*d, e ¢ d' e VTd' seja maximal. Veja a figura 5.5 (a).
A existéncia de algum corte com esta propriedade decorre do fato de haver pelo

menos um vértice que é fonte contido em V*d.

Pela minimalidade de V*d, |d' N¢T| > k. Assim, existe uma aresta ¢’ := (u',v’) €
dNittee ¢d Comode CT, nao existem vértices que sao sorvedouros em V7.
Assim, como ¢/ C V*d, entao v’ nao é sorvedouro mas u’ é fonte. Seja €” := (u',v).
Como u’ é fonte e v é sorvedouro, entao existe um caminho orientado de v’ a v de

forma que ¢’ € F.

Vamos mostrar que ' := (t\{e,e'}) U ¢” é uma k-cobertura dos cortes orientados
de D e além disso que todo corte orientado que contém a aresta €¢” contém e ou €.
Dai, podemos aplicar a hipétese da inducao utilizando #'. Ao substituirmos ¢” por

{e, e’} na cobertura que utiliza €”, obtemos k coberturas disjuntas contidas em ¢.

(of d d d
\\ \ \ \
\ \ \ \
\\ u e \\ V ‘ e \\
\ \
\ 1 / l \ :7‘(
@ fontese \ ‘,' I o L
| (Rl P L
sorvedouros 8 =l
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O——0 o———0
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minimal
Figura 5.5:

Vamos provar agora que t’ é uma k-cobertura dos cortes orientados. Como u nao

é fonte e v’ nao é sorvedouro, entao, para todo w € V que é fonte ou sorvedouro,
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[6(w) N | = |6(w) Nt]. Por outro lado, os cortes orientados nao triviais tém mais
do que k arestas de t e além disso, aqueles cortes que contém e e €’ também contem
e’. Portanto todos os cortes orientados nao triviais sao k-cobertos por t'.

Vamos mostrar agora que todo corte orientado que contém €” contém também e ou
e¢’. Suponha que existe um corte orientado d” tal que €’ € d” e {e,e’} N d" = 0.
Podemos supor que V*d' € V*d” C V*d pois do contrario poderiamos substituir
d" pelo corte §((VTd N V*d")U V*d'). Veja a figura 5.5 (b). Além disso, d”" € C*
porque V*d”" C V*d implica que E~d” D E~d e como d € Ct entao d € C'F.
Assim, se |d" Nt*| > k entao VTd' nao era maximal e se |[d” Nt*| < k entao V*d
nao era minimal. Em ambos os casos temos uma contradicao. De fato, todo corte

orientado que contém e’ contém e ou €’. Isso conclui a demonstracao. O
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Conclusao

Este trabalho unifica os principais resultados da Teoria dos Grafos que tratam de
cortes impares e cortes orientados e se apresentam como igualdades minimax. Apesar de
muitos resultados importantes terem sido estabelecidos, varios problemas permanecem
ainda em aberto.

Mostra-se nesta dissertacao que é util abordar as igualdades minimax para cortes
impares e orientados em conjunto. Apesar da relacao entre estes dois conceitos nao ser
ainda inteiramente conhecida, sabemos que muitas semelhancas existem entre eles, bem
como algumas diferencas fundamentais.

Entre as semelhancas, podemos destacar a correspondéncia existente entre os enunci-
ados das diversas igunaldades minimax e principalmente a possibilidade de demonstra-las
utilizando idéias em comum. Em particular, as demonstracoes que apresentamos para
os teoremas de Lucchesi-Younger, Lovasz e Edmonds-Giles e do Teorema 4.18 sao bas-
tante analogas. Outro resultado relevante é a perfeita analogia existente entre os circuitos
impares e orientados em grafos planares no que diz respeito as relagdes com os cortes do
grafo dual.

A principal semelhanca entre os problemas duais para cortes orientados e impares apre-
sentados no capitulo 5 é a existéncia de importantes problemas em aberto. A dificuldade
destes problemas representa ou uma outra semelhanca entre cortes orientados e impares,
ou apenas significa que nao conhecemos com suficiente profundidade os problemas que
envolvem as familias disjuntas de coberturas de cortes.

A primeira diferenca marcante entre igualdades minimax para os cortes impares e ori-
entados esta refletida nos enunciados do Teorema de Lucchesi-Younger e de Lovasz, ja que
o enunciado do segundo mostra que é necessario recorrer as familias 2-disjuntas de cortes
para que a igualdade seja valida. Podemos concluir outra diferenca importante a partir
do contetudo da secao 4.5 que mostra que mesmo que exista uma igualdade minimax para
o problema da k-cobertura minima dos T-cortes, é provavel que ela nao seja totalmente
analoga ao Teorema de Edmonds-Giles. Esta igualdade minimax deveria corresponder
a Conjectura 4.19, que mostramos nao ser valida no caso geral. Para os problemas do
capitulo 5 as diferencas parecem ser ainda maiores, mas talvez nao conhecamos o suficiente
destes problemas para fazermos afirmacoes mais objetivas.

Além do que foi discutido até aqui, esta dissertacao traz as seguintes contribuicoes:
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e Apresentamos demonstracoes originais para os Teoremas de Lovasz e de Edmonds-
Giles, tendo em comum a utilizacao do que chamamos de Método da Aresta Essen-

cial.

e Estendemos o resultado de Seymour estabelecendo uma relagao mais profunda entre
a generalizacao da Conjectura de Fulkerson e a igualdade minimax para T-cortes

minimos.

e Provamos o Teorema 4.18 para as k-coberturas dos T-cortes no caso em que |T| = 2,
mostrando que o problema de determinar k-caminhos aresta-disjuntos entre dois

vértices pode ser relacionado através de igualdade minimax.

e Provamos o Teorema 5.12 que afirma que se todos os T-cortes tém a mesma paridade
e |T| < 8, entao o nimero de T-juncoes disjuntas é igual ao tamanho de um T-corte

minimo.

Além destes resultados, apresentamos as seguintes conjecturas que consideramos rele-

vantes:

e Conjectura 4.19 que trata das k-coberturas dos T-cortes para |T| < 4.

e Conjectura 5.7 que tem o seguinte enunciado: se todos os T-cortes de G tém a
mesma paridade entao o tamanho de uma familia 2-disjunta maxima de T-juncoes

é igual ao dobro do tamanho de um T-corte minimo.

Além da tentativa de resolucao destas conjecturas, acreditamos que os seguintes as-

suntos podem ser pesquisados como continuacao deste trabalho:

e A demonstracao do Teorema 4.18 que apresentamos é um espelho da demonstracao
do Teorema de Edmonds-Giles. Talvez este resultado nao precise de tanto esforco
para ser demonstrado. Uma prova mais direta para o problema poderia ser procu-

rada.

e Seria muito interessante que se investigasse igualdades minimax para as k-coberturas
dos T-cortes. Pode-se também tentar provar que o problema da k-cobertura minima
dos T-cortes seja NP-dificil para algum k e |T'| constantes. Isto nos indicaria que

uma igualdade para o caso geral nao deve existir.

e A aplicacao de abordagens semelhantes a apresentada no capitulo 4, que consiste em
trabalhar ao mesmo tempo com dois tipos de problemas que apresentam simetrias,
pode ser utilizada para tentativas de solucao nao apenas dos problemas do capitulo

5 deste trabalho mas também de outros tipos de problemas da Teoria dos Grafos.
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e Os mesmos problemas estudados nesta dissertacao poderiam ser estudados com
énfase em algoritmos eficientes para soluciona-los. Também seria interessante o

estudo destes problemas através de Combinatoria de Poliedros.
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